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Capitulo 1

Conceitos basicos

Durante a maior deste trabalho nés iremos nos concentrar em plasmas de alta tempe-
ratura, razdo pela qual faremos neste Capitulo uma revisao de conceitos basicos sobre
plasmas.

Um plasma é um gds ionizado que possui propriedades coletivas devido as interagdes
eletromagnéticas entre suas particulas. Um gas parcialmente ionizado é formado por
elétrons livres (de carga g = —e, onde e = 1,6022 x 1079C[1]1), ions positivos (de carga
g = +Ze, onde Z é o nimero atdmico) e &tomos neutros (de carga nula). N6s limitare-
mos nosso estudo a plasmas totalmente ionizados, onde ndo ha atomos neutros.

Num géas de 4tomos neutros as colisdes sao de curto alcance, resultando em uma
interacdo essencialmente local. Ja num gés ionizado as forgas eletromagnéticas entre
as particulas carregadas sdo de longo alcance, o que ocasiona o aparecimento de com-
portamentos coletivos, como a blindagem eletrostatica e a existéncia de oscilagdes de
alta frequéncia [2]. Devido ao longo alcance das interagdes entre particulas carregadas,
num plasma a energia potencial de uma particula é tipicamente muito menor do que
sua energia cinética [3].

1.1 Descri¢ao cinética de um plasma

Num plasma totalmente ionizado ha duas espécies de particulas, designadas pelo su-
fixo s: elétrons (s = e) e ions positivos (s = i). As duas quantidades macroscopicas
basicas que caracterizam cada espécie sdo sua densidade e temperatura. A densi-
dade de particulas pertencentes a espécie s é o niimero delas por unidade de volume:
ng = N;/V, medida em m~3. Nas condi¢des normais de pressdo e temperatura a densi-
dade de particulas num gés ideal é ny = 2,6868 x 10*m~3, chamado ntimero de Losch-
midt [1].

Tanto a densidade como a temperatura de um gas em equilibrio térmico podem ser
encaradas sob o ponto de vista microscépico, definindo a distribuicdo de velocidades ¢
das particulas da espécie s, ou f;(c). A quantidade f;(¢)d>c é a probabilidade de encon-
trar uma particula da espécie s com valores das componentes da velocidade entre c,
and cx+dcy, ¢y e cy+dcy, c; e c;+dc;. O elemento de volume no espago das velocidades
é d’c = dcydeydc,.

Para um géas de particulas classicas (ndo-quanticas e ndo-relativisticas) da espécie s
com densidade de particulas n, e em equilibrio térmico a temperatura Tj, a distribuicdo

! Adotaremos unidades do sistema internacional (MKSA).
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Figura 1.1: Coordenadas esféricas no espago das velocidades das particulas.

de velocidades é dada pela Maxwelliana [2]

2
Lﬁ®)=A€mo<—;g;>, (1.1)

onde m, é a massa da particula, 2= c)% —l—c§ + cg, e kg =1,3807 x 10_23J/K ¢é a constante
de Boltzmann. O ntmero de particulas por unidade de volume (densidade de ntimero
de particulas) é obtida integrando-se esta distribuicdo em todas as velocidades

mz/fqmm (12)

o que fornece a constante de normaliza¢do A em (1.1).

Ao integrar (1.1) é conveniente usarmos coordenadas esféricas no espaco das velo-
cidades: d3c = do sin0d0 c2dc, onde 0 < ¢ <2me 0 <6 <m[Fig. 1.1]. Neste caso, usando
a integral gaussiana

(2L
/ dxx"e™ ™ = I 2+1) : (1.3)
2a 2
obtemos, para a constante em (1.1)
e\ 32
A= : 14
ng (27'5/(37}) ) ( )
de modo que
) = () ep (2 (15)
A=\ 2k, P\ 2k1; ) '

Sendo f; uma distribuicdo continua de probabilidades no espago das velocidades
das particulas, podemos calcular o valor médio de uma quantidade genérica §(c¢) como

3Cs
o) = L O L e 16)
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Usando essa definicdo segue que a velocidade média das particulas num gas em
equilibrio térmico é nula, pois

© = [deerie)=o. (1.7)

ja que fi(c), dada por (1.5), é uma fungdo par das velocidades. Usando (1.3), por sua

vez, obtemos
kpTs

mg

() =3== =3¢, (18)

onde definimos a velocidade térmica para a espécie s como

kg,
ors = 4 | 222 (1.9)

N

A velocidade térmica é uma velocidade caracteristica das particulas em uma distribuigdo
Maxwelliana, a qual pode ser reescrita como:

fs(e) = Lo exp< ¢ ) . (1.10)

Dy
2c
Usando (1.8) a energia cinética média das particulas da espécie s é

(K(0)) = 3mile®) = S haTs = S mich, .11
e que é diretamente proporcional a temperatura da espécie s, de sorte que a energia
cinética média por grau de liberdade é kT /2, de acordo com o principio da equiparti¢do
de energia.
A proporcionalidade entre energia cinética e temperatura faz com que a tempera-
tura de um plasma possa ser expressa em unidades de energia, como o elétron volt
(LeV =1,6022 x 1071?J). A temperatura correspondente & energia de 1V serd

leV  1,6022x 107197
kg~ 1,3807 x 10-23J/K

= 11604K. (1.12)

Na fisica de plasma é costume indicar, nas férmulas préticas, a temperatura (na ver-
dade kpT;) diretamente em eV. Por exemplo, para elétrons (m, = 9,1094 x 1073%kg) a
velocidade térmica (1.9), em m/s, é

cre =4,19%x 10° (kgT,)V?,  (kgT, em eV), (1.13)
e para fons de Hidrogénio (prétons) de massa m, = 1,6726 x 10~2"kg

cri =9,79x 10° (kgT)'/?,  (kyTj em eV). (114)

1.2 Quase-neutralidade

Uma das propriedades que distinguem os plasmas de gases ordindrios é a chamada
blindagem de Debye, através da qual as particulas do plasma tendem a neutralizar
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qualquer carga elétrica que seja nele inserida. A distancia caracteristica dessa blinda-
gem, chamada comprimento de Debye, pode ser determinada usando argumentos do
eletromagnetismo e da mecanica estatistica de equilibrio.

Partimos da lei de Gauss para o campo elétrico E,

V-E=—p.(r), (1.15)
€0

onde gy = 8,854 x 10712F/m é a permissividade do vécuo, e p. é a densidade vo-
lumétrica de carga elétrica.
Podemos expressar o campo elétrico estatico em termos de um potencial escalar
CI)E(I')Z
E=-Vdg, (1.16)

de modo que a lei de Gauss (1.15) conduz a equacdo de Poisson

V2o, — —P¢, (1.17)
€0

Num plasma formado por elétrons e ions positivos a densidade liquida de carga é
pe = e(n —ne), (1.18)

que, substituida na equagdo de Poisson, resulta em

Vipp = é(ne — ). (1.19)

A distribuicdo de Maxwell-Boltzmann para particulas da espécie s com energia total

£,(c) = Aexp (— = ) , (1.20)

onde A é uma constante de normalizacdo e a energia total é a soma das energias cinética
e potencial:
1
Lo=Ki+Us=7 mgc? + qPp. (1.21)
A distribuicdo Maxwelliana de velocidades (1.5) é um caso particular de (1.20) na

auséncia do campo elétrico.
Podemos fatorar a parte da energia total que ndo depende da carga, definindo

2
fo(e) = Aexp (— fk;c;} ) , (1.22)

de maneira que as fung¢des de distribuicdo para ions e elétrons podem ser escritas,
respectivamente, como

£i(e) = fole)exp (—%E) , (1.23)

fe(e) = fo(c)exp (—;;I)Yi) ) (1.24)
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As densidades de ions e elétrons serdo dadas por (1.2) como

o
n; = npexp (—;ﬂé) ) (1.25)
l
D
ne = npexp (ligi) , (1.26)
e

onde supomos que, na auséncia de campo elétrico, a densidade de ions seja igual a de
elétrons, ambas dadas por

no = / e fole). (1.27)

Num plasma a energia potencial deve ser muito menor que a energia cinética, que
por sua vez é da ordem da energia térmica. Logo |e®g| < kpTy; e podemos expandir
as exponenciais acima em série de poténcias, retendo apenas os termos de ordem mais
baixa. Fazendo isto a Eq. (1.19) serd expressa como

2
1 1
V2, = 10 . 1.28

P ey \ksT, JrkBTi E (1.28)

Definimos o comprimento de Debye para a espécie s como

ks,
Ay = | 220, (1.29)
npe

e um comprimento andlogo para a mistura das espécies:

1 1 1
= 1.30
PN TR (130
tal que (1.28) fica
1
Vidp = — df. 1.31

Como um exemplo de solugdo de (2.87) vamos considerar um plano condutor infi-
nito mantido a um potencial constante ¢g e colocado num plasma em x = 0, de modo
que o sistema seja efetivamente unidimensional

% N ‘;;g o, (1.32)
com as seguintes condi¢des de contorno:
Pp(x =0) = Py, Pp(|x| = 00) =0. (1.33)
A solucdo de (1.32), compativel com (1.33), é
D (x) = Dge /M0 (1.34)

com um campo elétrico correspondente dado por (1.16):

E(x) = %) e Pitog, (1.35)
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- PLASMA PLASMA |

Figura 1.2: Decaimento do campo elétrico num plasma devido a um plano infinito
carregado na origem.

cujo médulo cai rapidamente a zero se penetramos no interior do plasma [Fig. 1.2].
De fato, ap6s alguns comprimentos de Debye o campo elétrico é praticamente nulo,
o que significa que no interior do plasma temos quase-neutralidade. J& na regido in-
termedidria, chamada de “bainha”, o gds ndo mais exibe a quase-neutralidade. Um
plasma €, de fato, um géas ionizado para o qual o comprimento de Debye é muito me-
nor do que seu comprimento caracteristico L:

Ap < L. (1.36)

Para elétrons e ions positivos (de hidrogénio) o comprimento de Debye é dado pela
férmula prética

Ay = 7430ny 2 (kpTy)"/?, (kT emeV). (1.37)

1.3 Parametro de plasma

Se, ao invés de um eletrodo plano, inserirmos uma carga de prova g7 num plasma,
também haverd a formagdo de uma bainha circundando a carga de prova, cuja di-
mensao caracteristica é o comprimento de Debye Ap,. Devido a simetria esférica da
situagdo, podemos imaginar uma esfera de raio Ap, centrada na carga de prova (esfera
de Debye). O ntimero de particulas da espécie s dentro dessa esfera é

41
Ay =ngV = ? ns}\'?’Dy (138)
chamado parametro de plasma.
A energia potencial eletrostatica de uma particula da espécie s devido ao seu vizi-
nho mais préximo é

U= —— (1.39)
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onde d é a distancia entre as particulas, e que pode ser encarada também como o raio
de uma esfera com apenas uma particula em seu interior:

3

Substituindo (1.40) em (1.39) obtemos assim
e? [ 4mng 1/3
= — . 1.41
i 4n£0( 3 ) (141)

A energia cinética média, de acordo com (1.11) é

(K) = ShaTs. (1.42)

e que, num plasma, deve ser muito maior do que a energia potencial, ou seja
2n!? < kpT,. (1.43)

Usando (1.29) obtemos, em termos do comprimento de Debye, que

ng (n362> = ny(41)> 23 > 1, (1.44)

o que leva a seguinte condi¢do para que um gds ionizado seja um plasma:
Ag>1. (1.45)

Em outras palavras, num plasma temos tipicamente um grande nimero de particulas
dentro da esfera de Debye.
Uma férmula préatica para o pardmetro de plasma é

Ay =1,72x10%n, 2 (kg Ty)¥?  (kyT, em V). (1.46)

1.4 Frequéncia de plasma

Um plasma é um gés quase-neutro formado por ions positivos e elétrons. Se tentamos,
por algum meio, separar as duas espécies, aparecem forcas restauradoras intensas de
natureza eletrostatica. Tais for¢as produzem oscila¢des no plasma com uma frequéncia
bem definida. Como os fons tém uma massa da ordem da massa do préton, a razao
entre as massas ¢
my, 1,673 x10 % kg
me 9,109 x 1031 kg

~ 1840. (1.47)

Sendo m;, > m, podemos, numa primeira aproximagédo, negligenciar o movimento
dos ions frente aos elétrons. Um modelo bastante simples para descrever as oscila¢des
de carga consiste num plasma com ions praticamente iméveis de densidade n, através
dos quais os elétrons podem mover-se livremente. Supomos, ainda, que o plasma é
quase-neutro, de modo que n, =~ ny, e que os elétrons movem-se coletivamente, de
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AL
camada eletronica

| e

0 0 L 5+L

. A,
camada ionica

Figura 1.3: Deslocamento de uma camada eletrénica em relagdo a uma camada idnica
no interior de um plasma.

modo que consideramos duas laminas interpenetrantes de elétrons e ions de compri-
mento L, e que podem estar mutuamente deslocadas por uma distancia § < L [3] [Fig.
1.3].

Sendo as laminas infinitamente extensas, podemos considerar o movimento das
mesmas como essencialmente unidimensional, ao longo da dire¢do x. Usando a lei de
Gauss elétrica o deslocamento da ldmina eletronica satisfaz a equacgao

dE  p. nee
VE=-—="rt=_2¢ 1.4
dx € €0 ( 8)

Usando a condi¢do de contorno E(x = 0) = 0 temos que o deslocamento na posigdo

x=0¢
need

E(x=8) ="~ (1.49)

Sendo a forca elétrica por unidade de 4rea da lamina eletrénica dada por

2.2
Fp— 0L (1.50)
€0

a segunda lei de Newton fornece a equagdo de movimento que governa a evolugdo
temporal do deslocamento d entre as ldaminas eletronica e i6nica [3]

d*§  nee?
dr? me€

§=0, (1.51)

cuja solucgdo representa oscilacdes harmonicas com frequéncia

2

nee
Oy = . 1.52
pe =\ e (1.52)
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chamada frequéncia de plasma eletronica.
De forma analoga podemos definir também uma frequéncia de plasma ionica:

niez

Wy = 1.53
Dl mi€0 Y ( )
assim como uma frequéncia de plasma total:
2 _ o2 2
0y, = 0, + 0. (1.54)

Usando (1.13) e (1.29) obtemos a seguinte relagdo entre a velocidade térmica, a
frequéncia de plasma e o comprimento de Debye para a espécie s:

VTs = Wpg 7\1Ds- (1.55)
Algumas férmulas praticas para as frequéncias de plasma sao:
Wpe = 56,4n%,  (s7h) (1.56)
@
Vpe - 2:; = Qni/z, (HZ)
1/2 -1
0y =1,32n,"", (s7) (1.57)
Wp;i 1/2
Vpi =5 =0.2m"% (Hz)

Para plasmas de fusdo e da corona solar, as frequéncias de plasma eletronicas sdo da
ordemde 2 x 10'%s~! e 2 x 105~ !, respectivamente, ambas correspondendo no espectro
eletromagnético a regido de micro-ondas.

1.5 Particulas carregadas num campo magnético

1.5.1 Giracdo num campo magnético uniforme

Plasmas astrofisicos e de fusdo estdo quase sempre sujeitos a campos magnéticos ex-
ternos. O movimento de uma particula carregada de massa m;, e carga ¢;, movendo-se
com velocidade ¢ num campo magnético B é governado pela forca de Lorentz e a se-

gunda lei de Newton:

dc
ms— = gse X B, (1.58)
Supondo um campo magnético uniforme B = Byé, a equagdo acima tem as seguintes

em componentes cartesianas

dc
_dl»x = (J)cscy, (1'59)
dc
_dly = —WcsCy, (1.60)
dc,
— =0 1.61
e, (161)

onde definimos a chamada girofrequéncia (ou frequéncia de ciclotron) para a espécie

S

B
- (1.62)

nig
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¥s © centro de guia

Figura 1.4: Movimento de giracdo de uma particula carregada num campo elétrico
uniforme.

A equacdo (1.61) é resolvida imediatamente fornecendo c; = ¢| = const .. Ja as solugdes
de (1.59) e (1.60) podem ser escritas como

cx = ¢ cos(®ggt + 8y), (1.63)
cy = ¢ cos(®est +8y), (1.64)

onde c, e d,, sdo constantes de integracao, cujos valores sdo determinados pelas condicoes
iniciais do movimento. Escolhendo valores apropriados para elas, e integrando nova-
mente no tempo obtemos

X — X0 = Fes SIN(@st ), (1.65)
Y — Y0 = Fes SIN(Ogst ), (1.66)

onde (xp,y0) sdo novas constantes de integracdo, e também definimos o giro-raio (ou
raio de ciclotron) para a espécie s como

Feg = —=. (1.67)
cS
Se nods substituirmos ¢ pela velocidade térmica das particulas, (1.9), obtemos o cha-
mado raio de Larmor: cr
re=—. 1.68
" o (1.68)
A equacdo da trajetéria da particula, no plano z = const., é obtida eliminando-se o
tempo de (1.65)-(1.66):

2 2
(x—x0)*+ (y—y0)* =1, (1.69)
que é um circulo de raio r, € com centro no ponto (xg,yp), denominado “centro de

guia” do movimento. Combinando-se este movimento circular uniforme no plano per-
pendicular ao campo com o movimento uniforme na dire¢do do mesmo, resulta que a
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trajetoria da particula (também chamada “gira¢do”) é helicoidal, cujo dangulo de passo
é dado por

C
tan® = (1.70)
cL
assim como o passo linear (a distancia ao longo de z apds um circulo completo no plano
perpendicular) é
[ 2nc|  2mc, tan®

1.71
O)CS O‘)CS ( )
Algumas férmulas praticas para a girofrequéncia e o raio de Larmor sdo
Wee = 1,76 x 101'By, By (em T) (1.72)
re=2,38x10"(ksT,)'*B;',  kpT,em eV
0, = 9,58 x 10 By, Bopem T (1.73)

ri=1,02x 10~*(kgT})"*B;',  kgTiem eV

1.5.2 DerivaE xB

Quando existe, além do campo magnético, também um campo elétrico constante no
tempo e uniforme no espago, o movimento das particulas do plasma serd mais compli-
cado: além do movimento bdsico de giragdo, teremos um deslocamento como um todo
da trajetdria helicoidal numa certa direcdo espacial, ao qual denominamos deriva. Ha
varias derivas importantes na Fisica de Plasmas, mas no &mbito deste livro nés estare-
mos interessados apenas na chamada deriva E x B, que ocorre justamente quando ha
campos elétrico e magnético cruzados. O estudo mais aprofundado de outras derivas
pode ser encontrado nas referéncias [2, 3, 13, 14], dentre outras.
A equacdo geral de movimento, neste caso, serad

d
msd—::qs(E—l—ch). (1.74)

Supondo campos elétrico e magnético uniformes nas seguintes dire¢des
E=E& +Ez¢, B = B¢, (1.75)

as componentes cartesianas de (1.74) serdo

dc q

d_tx = m_ss x + OsCy, (1.76)
dcy

— = —gCy, 1.77
% OsC (1.77)
dc, g

—=22F.. 1.78
G m (1.78)

Novamente, a solucdo de (1.78) é elementar,

E.t
v, = v+ BEL (1.79)

nyg
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indicando um movimento uniformemente acelerado do centro de guia na dire¢do pa-
ralela ao campo magnético. Derivando em relagdo ao tempo as equacdes (1.76)-(1.77)
obtemos

d?c

dt; = —Zcy, (1.80)
d? E 5 E
W (Cy + Ex) = —(Dcs <Cy + §x> s (181)

de forma que recaimos no mesmo conjunto de equagdes da giracdo simples (1.59)-
(1.60), onde o termo c, é substituido por ¢, + (E¢/B). Dessa forma, a giragdo continua
existindo mas o centro de guia sofre uma deriva ao longo da dire¢do y com velocidade
E\/B. Vetorialmente, a velocidade da deriva é escrita de forma geral [2]

_E><B

=0 (1.82)

Observe que a velocidade desta deriva é independente tanto da carga, como da massa
e até mesmo da velocidade das particulas, de modo que o sentido da deriva E x B é o
mesmo para elétrons e ions.

1.6 ColisOes em plasmas

Num plasma composto de elétrons e ions positivos, ha diversos tipos de colisdo: en-
tre elétrons e ions positivos, entre ions e elétrons, entre ions e ions, e entre elétrons e
elétrons. Como os ions positivos sdo bem mais massivos que os elétrons, as colisdes
mais importantes num plasma ocorrem entre elétrons incidentes e ions positivos pra-
ticamente em repouso, numa primeira aproximagdo. Por este motivo é neste tipo de
colisdo que no qual iremos focalizar nossa atencéo.

1.6.1 Colisdes elétron-ion

A geometria de uma colisdo elétron-ion esta representada esquematicamente na Figura
1.5: um elétron com velocidade ¢y tem uma trajetéria que, assintoticamente, ¢ uma reta
horizontal que dista b da reta que passa pelo ion positivo, supostamente em repouso.
A distancia b é o parametro de impacto. Existe uma for¢ca Coulombiana de atracdo
entre o elétron e o ion positivo, ambos de carga e, cujo médulo é
2
Fr)= % (1.83)
4regy r
onde r é a distancia entre ambos.

Caso o pardmetro de impacto fosse nulo, terfamos uma colisdo frontal entre o elétron,
que vem do infinito com energia cinética K = m,c3/2 e o ion em repouso, que para o
elétron a uma distancia

1 e?
ro= E?
Usando rg em (1.83) escrevemos simplesmente

(1.84)

F(r)= Kr—g (1.85)

r
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eletron

p. "eixo de ' \ \
simetria L

Figura 1.5: Geometria de uma colisdo entre duas particulas carregadas.

Ap6s a colisdo o elétron adquire assintoticamente uma trajetéria retilinea que faz
um angulo y com a direcdo inicial do movimento. Denominamos y o angulo de es-
palhamento do elétron. Pela figura 1.5 vemos que o eixo de simetria bisecta o suple-
mento dngulo de espalhamento, de modo que as dire¢des inicial e final da trajetéria
fazem angulos iguais a —a e o em relacdo ao eixo de simetria, respectivamente, onde
o= (m—vy)/2.

Podemos analisar o efeito da forca Coulombiana sobre a particula, considerando
a variacdo do momentum linear do elétron Ap = p; —p;, onde p; = py = m.cp, ja que
o espalhamento é eldstico. Usando a lei dos senos no tridngulo vetorial da Fig. 1.5
obtemos

b _ P (1.86)
siny  sino
donde
Ap . (VY
? = 2sin <§> . (1.87)

A componente da for¢ca Coulombiana na dire¢cdo de Ap é F cos6, onde 6 é o angulo
medido em rela¢do ao eixo de simetria [Fig. 1.5]. A variacdo do momentum linear do
elétron serd, assim

- = cosBdt & cos0d0
Ap = / F cos0dt = Krg / s — kno / cosvdb _ (1.88)

—o0 r —o rzé
onde usamos (1.85).
Como a for¢a Coulombiana é central, sabemos da Mecanica Cléssica [?] que: (i)

o momentum angular é conservado; (ii) a trajetéria da particula é uma curva conica
no plano (no caso, um ramo de hipérbole). O ponto de méxima aproximacédo entre o
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elétron e o ion positivo terd coordenadas (rp,06 = 0), e é o vértice da hipérbole. Ja o
momentum angular da particula é, em coordenadas polares (r,0) [?]

L = m,r*0 = const. (1.89)

e pode ser igualado ao momentum angular inicial, que é bp; = bp. Assim

: b
6= L (1.90)
Mer
Substituindo em (1.88) teremos
o
Ap = op 70(005 0d0 = %cos <%I> . (1.91)

Comparando este resultado com (1.87) obtemos uma relacdo entre o angulo de es-
palhamento e o pardmetro de impacto:

tan (g) _ %. (1.92)

1.6.2 Secdo de choque colisional para grandes angulos

De forma algo arbitraria, podemos definir uma colisdo a grandes angulos de espalha-
mento quando y > /2, e a pequenos dngulos se y < 1t/2. Se y = /2 a relagdo (1.92)
indica que o pardmetro de impacto correspondente é

70 1 &2 1 e
bop = — = —= = 1.93
070 T 8reg K dmeg mecy’ (1.93)
onde usamos (1.84). Assim
tan @’) - %, (1.94)

de tal maneira que, se b < bgg tenhamos y > 1/2 (colisdes a “grandes” angulos) e, se
b > by, ¥ < /2 (colisdes a “pequenos” angulos).

Como tipicamente elétrons de diversas velocidades e parametros de impacto sdo es-
palhados pelos ions dispersos no interior do plasma, é necessario dar uma interpretagao
estatistica aos fenomenos colisionais. Supondo que os elétrons incidam numa ldmina
de 4rea A e espessura dx contendo n; ions por unidade de volume. Dependendo do seu
angulo de espalhamento y, os elétrons podem perder uma fragdo maior ou menor do
seu momentum linear.

Podemos, numa primeira aproximagdo, imaginar os fons como sendo discos opacos
com drea efetiva 6 (chamada secdo de choque), tal que se um elétron incide dentro
desta area ele perdera todo seu momentum linear. Como o nimero de ions na ldmina
é n;Adx, a drea que efetivamente bloqueia o momentum linear dos elétrons é n;Acdx, e
a fracdo da 4rea lamina que bloqueia os elétrons serd portanto n;cdx.

Considerando que um fluxo I'(x) de elétrons esteja incidindo numa lamina que vai
de x até x + dx, o fluxo que emerge no seu lado oposto é

['(x+dx) =T(x) (1 —n;odx), (1.95)
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de modo a varia¢do do fluxo com a distancia é dada pela solugdo da seguinte equacdo

diferencial
ar

dx
que pode ser facilmente integrada fornecendo

= —noT, (1.96)

[ =Tge /i, (1.97)
onde definimos o comprimento livre médio para as colisdes elétron-ion
loj = —. (1.98)

Assim, sendo cg a velocidade do elétron, o tempo médio entre colisdes elétron-ion
sera

?,:
lei = ﬁa (199)
€o
de modo que a frequéncia colisional seja
1
= =9 660 ~ nyGeo, (1.100)
Tei gei

onde usamos a quase-neutralidade do plasma (n, ~ n;).

Na subsegdo anterior vimos que, para parametros de impacto menores do que by,
as colisdes ocorrem a grandes dngulos de espalhamento. Neste caso é razodvel imagi-
nar que a se¢do de choque é um disco de raio by, ou seja,

64

6 =Tbgy=——5 55 1.101
20 16medmc] ( )
Assim a frequéncia de colisdes a grandes dngulos serd
4
nee
e” 1.102
16medm2c] ( )

1.6.3 Secao de choque colisional para pequenos angulos

Como num plasma ha A, particulas da espécie s dentro da esfera de Debye, é possivel
dizer que uma particula carregada sofre A, colisdes simultaneas. Destas colisdes, um
certo ntimero serd a grandes angulos, com frequéncia dada por (1.102), e o restante a
pequenos angulos. As colisdes a grandes angulos envolvem valores altos da energia
potencial de interagdo, em comparagdo com a energia cinética das particulas. Pela
definicdo de plasma dada por Nicholson, a energia potencial deve ser muito menor
do que a cinética, de modo que uma particula tipicamente sofre muito mais colisdes
a baixos angulos do que a grandes angulos [3]. Assim a estimativa dada por (1.102)
ndo é boa para nossos propositos. De fato, o efeito cumulativo das muitas colisdes a
pequenos angulos é muito mais importante do que as relativamente raras colisdes a
grandes angulos.

Uma anélise detalhada, considerando o efeito estatistico cumulativo de colisdes a
baixos dngulos, mostra que a frequéncia das colisoes elétron-ion é corrigida, em relagao
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ao resultado (1.102), pelo fator InA, (chamado “logaritmo Coulombiano”), onde A, é o
parametro de plasma eletronico
Ae = nghd,. (1.103)

O motivo deste fator de correcdo é a existéncia de A, elétrons dentro de uma esfera
de Debye (de raio Ap, centrada no ion positivo. Se o parametro de impacto for maior
que o comprimento de Debye o elétron praticamente ndo toma conhecimento da carga
do ion positivo, que é blindada pelos A, elétrons dentro da esfera de Debye. Assim,
devemos considerar colisdes a baixos angulos aquelas que ocorrem dentro do seguinte
intervalo de parametros de impacto: by, = bog € byax = Ape, 0 que leva a integral [cf.

[3], pg. 13]: ,
max db 7\'D€

Como o logaritmo é uma fungdo de variagdo bastante lenta podemos, ao substituir
bgo por (1.93), usar a velocidade térmica eletronica no lugar de ¢, de modo que

2 3 2
Ape ADemeCT, N MeAp, 0,

~ 3 _
b90 ~ 262 ~ 262 ~ 27'Cn07\.De = 2TCAe

Sendo A, > 27 temos que a integral (1.104) é, aproximadamente, InA,.

Multiplicando a frequéncia para grandes angulos de espalhamento (1.102) pelo lo-
garitmo Coulombiano teremos, assim, a frequéncia colisional para pequenos angulos
de espalhamento

n.e*InA,

=———5- 1.105
16n8(2)m§c(3) ( )

ei

Devido a distribuigdo de velocidades, num plasma ha elétrons com uma grande vari-
edade de valores das velocidades iniciais cyp. Podemos, neste caso, substituir ¢y pela
velocidade térmica dos elétrons (1.9), obtendo assim a relacdo
n.me* InA,
2 1/2 3/2°
(4meo)?me > (ksT,)?

Vei = (1.106)

Usando (1.29), (1.38) e (1.52) obtemos a seguinte relacdo entre a frequéncia colisio-
nal, a frequéncia de plasma eletronica e o pardmetro de plasma correspondente
Vei  2InA, 1

_ ~— <1 1.107
O 3 A AT (1.107)

uma vez que A, > 1. Concluimos que a frequéncia colisional entre elétrons e ions é
muito menor do que a frequéncia de plasma eletrénica. Uma férmula prética para a
frequéncia colisional elétron-ion é

Vei =2,18 X 10~ 0, (kpT,) "> InA,. (1.108)

Se considerarmos, agora, colisdes entre ions e elétrons, como os ions estdo supos-
tamente em repouso podemos fazer uma mudangca de referencial de modo que a velo-
cidade dos ions incidentes seja ¢; = —¢.. Em ambos os casos, no entanto, a forca (taxa
temporal de transferéncia de momentum) é a mesma. Como

) o — ap — —v 1.109
col ( lt)c(,l 2 ( )
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onde v, é a frequéncia colisional, temos que
DPeVei = PiVie, (1.110)

de forma que a frequéncia colisional entre ions e elétrons é

ellee e v, (1.111)

m;n;c; m;

onde usamos a quase-neutralidade do plasma (n, ~ n; = no).

Colisdes entre elétrons e elétrons podem ser tratadas de forma semelhante ao que
tizemos para elétrons e ions, mas desta vez temos de levar em conta o movimento do
alvo. Os calculos podem ser feitos no referencial do centro de massa do sistema, e o
resultado é que a frequéncia respectiva é da mesma ordem de grandeza, a saber [3]:

1
Vee R —= Vi ~ Vg (1.112)
V2
Considerando, agora, colisdes entre ions e ions a mesma temperatura que elétrons com
frequéncia colisional V.., podemos obter a frequéncia correspondente v;; adaptando

(1.105). Trocamos m, por m; e usando cz; = (m,/ m,-)l/ 27 NO lugar de ¢y, obtemos que

vi 7, (1.113)
m;

1.6.4 Condutividade elétrica

Em termos macroscépicos, as colisdes entre as particulas de um plasma sdo responséveis
pela sua resistividade. Vamos, assim, considerar um conjunto de elétrons mergulhados
num campo elétrico externo E: eles tendem a ser acelerados pelo campo elétrico e de-
sacelerados pelas colisdes aleatérias com ions e também outros elétrons. No entanto, as
colisdes entre elétrons ndo provocam uma transferéncia liquida de momentum. Assim
é suficiente considerar as colisdes entre elétrons e ions, que provocam coletivamente
uma forga de arrasto sobre os elétrons que é proporcional a frequéncia colisional:

d
Foor = — (d_p) = —VeiMeCy, (1.114)
t col

onde ¢, € a velocidade de deriva dos elétrons devido ao ganho liquido de momentum
obtido nas suas colisdes com os ions.
A equagdo de movimento para os elétrons serd, assim

 _, 3¢
dt " dt

No estado estacionario a velocidade de deriva sera constante (a forca elétrica é contrabalancada
pela forca de arrasto):

= —E + Fopy = —€E — Veimecy. (1.115)

eE

MeVei

= — (1.116)

O movimento de deriva para o fluxo de elétrons pode ser associado a uma densi-
dade de corrente elétrica
neezE

MeVei

J=—en.cqg = oL, (1.117)
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onde introduzimos a condutividade (DC) do plasma

nee’

c= v (1.118)
A resistividade serd o inverso da condutividade:
- ’Zzz (1.119)
com a seguinte férmula pratica
N =3,55x10"vn, . (1.120)

De (1.106) a resistividade do plasma é proporcional a T,*/*. Se tentarmos aquecer
um plasma ohmicamente (passando uma corrente através dele) este procedimento sé
funcionard a contento para baixas temperaturas. Na medida em que ja temos altas
temperaturas, a resistividade do plasma torna-se tdo baixa que ele é praticamente um
condutor perfeito, aproximagdo esta muito comum na magnetohidrodindmica. Além
disso, devido a baixa resistividade, a eficiéncia do aquecimento 6hmico é muito pe-
quena, de modo que necessitamos formas adicionais (ndo-indutivas) de aquecimento
do plasma, como injegdo de particulas neutras ou aplicacdo de ondas eletromagnéticas.

1.7 Plasmas na magnetohidrodinamica

Plasmas existem na natureza e no laboratério dentro de uma ampla gama de densida-
des e temperaturas [Fig. 1.6]. Por diversos motivos, no entanto, apenas alguns plasmas
sdo de interesse para a magnetohidrodindmica. Vamos apresentar, nesta se¢do, dois
exemplos em &reas diferentes da fisica de plasmas.

1.7.1 Plasmas de fusao

Segundo dados recentes (2019) cerca de 80% da matriz energética mundial é composta
por combustiveis fésseis (ndo-renovéaveis): 31% petréleo, 26% carvao e 22% gas natural
[?]. Mantida a atual demanda de energia, estima-se que o estoque disponivel de com-
bustiveis fésseis podera estar virtualmente esgotado em menos de um século. Serd
necessdrio o uso em grande escala de fontes alternativas de energia e que sejam tanto
economicamente vidveis como ecologicamente corretas. Vérias fontes de energia como
edlica, fotovoltaica, etc. sdo ainda economicamente adequadas apenas para demandas
reduzidas. A fissdo nuclear, que é uma fonte de energia economicamente sustentével,
envolve a produgdo de residuos radioativos com vida média muito alta, gerando gran-
des preocupagdes ambientais relacionadas a sua armazenagem, assim como a prépria
seguranca da sua producdo, em vista da possibilidade de desastres como os de Cher-
nobyl e Fukushima.

Reacgdes de fusao nuclear

Neste contexto desafiador, a fusdo nuclear é uma alternativa interessante a ser consi-
derada a longo prazo. Numa reacdo de fusdo dois nicleos leves se combinam para
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Figura 1.6: Vdrios tipos de plasmas conforme a sua densidade e temperatura. Os plas-
mas indicados em negrito tém especial interesse na magnetohidrodinamica.
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formar um ntcleo mais pesado. A diferenca de massa Am entre os reagentes e os pro-
dutos corresponde a uma quantidade de energia AE = Amc?, onde ¢ = 2,9979 x 108m/s
é a velocidade da luz no vacuo. A equivaléncia é de 932,8 MeV por unidade de massa
atomica (1,6605 x 102" kg). Esta quantidade de energia pode, em principio, ser apro-
veitada num reator para gerar energia elétrica.

A fusdo nuclear é o processo pelo qual as estrelas geram energia na forma de luz
e calor, onde nicleos de Hidrogénio e seus isétopos (deutério 2D; e tritio >T}) se com-
binam para formar ntcleos mais pesados, como o Hélio, bem como néutrons (n°) e
prétons (pT). As reagdes de fusdo nuclear com maiores se¢des de choque sdo as se-
guintes [4] 2

1. reacdo deutério-tritio (D-T)

D1 3Ty —* Hey (3,5MeV) +n° (14,1 MeV),

2. reagdes deutério-deutério (D-D, 50% de probabilidade para cada uma)
2Dy +2D; =3 Ty (1,01 MeV) + p* (3,02MeV),
2D1+2Dy —3 Hes (0,82MeV) +n° (2,41 MeV),

3. reacdo deutério-hélio (D-He)

2Dy +>Hey —* Hey+ p* (18,2MeV).

Considerando, por exemplo, a reacdo D-T, que produz um total de 17,6MeV de
energia, a fusdo de 1 g de tritio e 2/3 g de deutério seria capaz de gerar até 1,6 x 10°
kW-h de energia térmica [5]. Esta energia poderia alimentar por um dia inteiro uma
cidade com 160 mil habitantes, supondo um consumo médio mensal de 120 kW-h de
uma residéncia com quatro moradores. Por varios motivos, além deste, a fusdo nuclear
controlada é considerada uma alternativa possivel para resolver a crise energética que
se avizinha para a Humanidade.

Ao contrario dos combustiveis usados na fissdo nuclear, como Uranio e Plutonio,
cuja mineragdo, processamento e enriquecimento sdo processos caros e tecnologica-
mente complicados, o deutério pode ser extraido da dgua do mar (onde existe na
proporcdo de 30 g por metro ctibico). O tritio pode ser obtido no préprio reator a
fusdo, por meio da combinagdo entre os néutrons produzidos pela rea¢do de fusao e
nicleos de Litio:

n®+9Lis =3 Ty +* Hen,

n®+7Lis =3 T +*Hey + 1,

O Litio encontrado abundantemente na Natureza consiste de 7,5% de SLi3 e 92,5% de
"Li3 [5]. Mesmo sendo o tritio um is6topo radioativo, sua vida média ¢ baixa (da ordem
de 12,5 anos), o que simplifica o armazenamento dos residuos radioativos.

A ocorréncia de reagdes de fusdo depende da superacdo da barreira de repulsdo
Coulombiana existente entre os ntcleos, ou seja, ha uma barreira energética que deve
ser excedida para que os nucleos leves possam se aproximar o suficiente para se fundir.
Para que isso ocorra é necessario aquecer o combustivel da fusdo a altas temperaturas.

2Ao lado de cada nticleo resultante esté indicado, entre parénteses, a sua energia cinética.
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Na reagdo D-T, por exemplo, a temperatura deve ser maior que 5 x 10’ K para que uma
haja uma taxa significativamente grande de rea¢des de fusdo nuclear [5]. Nestas tem-
peraturas, os gases ionizam-se de modo a formarem um plasma de altas temperaturas.

Um futuro reator a fusdo nuclear deve ser capaz de confinar um plasma nessas
condi¢des por um tempo suficientemente longo. Voltando ao exemplo da reagao D-
T, 0s 17,6MeV de energia produzida por reagdo sdo distribuidos na forma de energia
cinética do néutron (14,1MeV) e da particula alfa (3,5MeV). Ambas as particulas dei-
xam o interior do plasma apds algum tempo e depositam sua energia na forma de calor
devido a colisdes com o material que envolve o plasma. A energia térmica gerada, por
sua vez, é convertida de forma convencional em energia elétrica, de forma parecida
com a de um reator a fissdo nuclear. Além disso, parte dos néutrons pode ser captu-
rada por um cobertor de Litio para a producdo de Tritio a fim de sustentar a propria
reacdo de fusdo nuclear com o Deutério.

Critério de Lawson

A producdo auto-sustentdvel de rea¢des de fusdo nuclear num plasma (de deutério e
tritio, por exemplo) s6 ocorre se as espécies envolvidas tiverem densidade e tempera-
tura suficientemente altas, e por um tempo suficientemente longo. O plasma termo-
nuclear, entretanto, perde energia devido a vérios fatores, como o transporte de calor
em seu interior e a radiacdo emitida pelos elétrons quando sao desacelerados. Por este
motivo, é necessario compensar esta perda através de um aquecimento externo.

Define-se o fator de amplificacdo de poténcia Q como a razao entre a poténcia pro-
duzida pelas reacdes de fusdo nuclear dividida pela poténcia produzida pelas fontes
de aquecimento externo. A situagdo de empate (“breakeven”), quando a poténcia as-
sociada ao aquecimento compensa exatamente a produzida por fusdo, corresponde
a Q = 1. Uma outra situagdo, chamada ignicdo, corresponde a uma rea¢do de fusdo
auto-sustentada, ndo mais necessitando um aquecimento externo, de modo que o fator
0 — oo neste caso.

Um plasma termonuclear onde ocorre a reacdo D-T terd ions de Deutério e Tritio,
bem como elétrons livres. Seja n; = ng +n; a densidade total de ions. A energia média
das particulas do plasma a temperatura 7 ¢é, de (1.11), 3kg7 /2. Como hd um mesmo
ntmero de fons e elétrons livres, supondo que todas as espécies estejam a mesma tem-
peratura, a energia do plasma serd 3nkgT; por unidade de volume, de modo que a
energia total seja [6]

W = / Px3nikgT, = 3(nikgT; — V, (1.121)

onde os parénteses angulares denotam médias em relagao as velocidades das particulas,
e V é o volume do plasma.
A taxa de perda de energia, por sua vez, é dada por

PL=—, (1.122)
TE
onde 7. é o tempo de confinamento da energia do plasma. Se a poténcia produzida por
reacdes termonucleares for muito pequena, a taxa de perda de energia é contrabalan-
ceada pela poténcia Py usada no aquecimento externo do plasma, de modo que (1.121)
e (1.122) levam a uma expressdo para o tempo de confinamento

w

= — 1.12
B (1123)

TE
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Figura 1.7: Representacdo esquemdtica de um sistema aberto de confinamento
magnético de plasmas.

Nas reacdes D-T, sdo produzidos néutrons e particulas alfa. Os primeiros, por se-
rem eletricamente neutros, deixam o plasma rapidamente, mas os segundos, sendo
carregados, incorporam-se ao plasma e transferem a ele sua energia (3,5MeV). Este
processo pode ser encarada como uma fonte de aquecimento do plasma por particulas
alfa, com poténcia associada Py. Assim a perda de energia do plasma é compensada
pela poténcia externa Py mais a poténcia associada ao aquecimento por particulas alfa:

Py+Py=P;. (1.124)

Quando um plasma D-T é aquecido a uma temperatura suficientemente alta, ndo
serd mais necessario ter uma fonte externa de energia, de forma que a perda de ener-
gia é inteiramente compensada pelo aquecimento por particulas alfa. Nesse caso a
fonte externa de aquecimento podera ser removida e a reagdo termonuclear serd auto-
sustentada, que é a condi¢do de ignicdo. Lawson, em 1955, estabeleceu um critério
para a ignicdo a temperatura kgT; = 30keV: o produto da densidade n;, do tempo de
confinamento T deve ser maior do que um valor minimo [7]

nitg > 1,5x 100 s/m?. (1.125)

Uma forma alternativa deste critério, bastante utilizada na pratica, envolve o “triplo
produto” n;Titg quando a temperatura encontra-se na faixa dos 10 a 20keV [6]:

niTg > 3 x 107! s.keV/m3. (1.126)

Tomando como exemplo um plasma D-T a temperatura kgT; = 10keV e com densidade
n; = 10%m=3, o tempo minimo de confinamento ser4 igual a 3s. Isto implica na ne-
cessidade de projetar sistemas de confinamento de plasmas de fusdo que permitam o
desenvolvimento futuro de reatores que produzam energia elétrica a um nivel tecno-
logicamente vidvel.

Confinamento magnético

Nao é possivel confinar um plasma de fusdo, a temperaturas da ordem de 103K, sim-
plesmente colocando-o numa camara fechada pois seu contacto com uma parede mate-
rial diminuiria rapidamente sua temperatura. O confinamento magnético de plasmas
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Figura 1.8: Representacdo esquemdtica de um sistema fechado de confinamento
magnético de plasmas.

é uma das opg¢des mais vidveis para um futuro reator a fusdo. A ideia basica é a de que
particulas carregadas (como os ions e elétrons de um plasma) sob a agdo de um campo
magnético externo, movem-se em trajetdrias espirais ao longo da direcdo das linhas de
forca do campo magnético.

Sistemas abertos de confinamento magnético tém linhas de for¢a também abertas
[Fig. 1.7]. Como as particulas do plasma espiralam ao longo das mesmas, seria es-
perado que elas se perdessem nas extremidades do sistema. No entanto, podemos
empregar o chamado efeito “espelho magnético”, que faz com que particulas sejam
refletidas em regides onde o campo magnético é suficientemente intenso. Numa gar-
rafa magnética as bobinas sdo projetadas de forma a criar tais regides nas extremidades
do sistema, de modo que as particulas sejam refletidas nestas regides, permanecendo
confinadas no interior do sistema por um determinado tempo.

Se criarmos um campo magnético por meio de bobinas exteriores ao plasma, tal
que as linhas de forca sejam fechadas, as particulas do plasma que espiralam ao longo
das mesmas poderiam permanecer no interior da cimara de confinamento por um
tempo arbitrariamente longo. Um conjunto de bobinas pode ser projetado para gerar
um campo magnético toroidal B no interior de uma cdmara de confinamento na forma
de um tordéide [Fig. 1.8].

No entanto, hé fatores que conspiram contra este comportamento, produzidos pela
curvatura e pela ndo-uniformidade das linhas de campo magnético. Estes fatores le-
vam ao aparecimento de derivas que retiram as particulas das trajetérias espirais. Se
ndo forem compensados, estes fatores levam a perda das particulas devido as suas
colisdes com a parede da cAmara de confinamento.

Uma forma de compensar estas derivas é superpor ao campo toroidal um campo
poloidal Bp, de forma que o campo magnético resultante B = B7 + Bp tenha linhas de
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Figura 1.9: Figura esquematica de um Tokamak. Ndo é mostrado o transformador que
produz a corrente de plasma.

forca helicoidais. Considerando cdmaras de confinamento toroidais, quando o campo
poloidal é gerado por bobinas externas o sistema é chamado “stellarator”. Ja quando
o campo poloidal é gerado pela propria corrente de plasma (na diregdo toroidal), o
sistema é chamado “tokamak”. Existem, ainda, configura¢des de toréides compactos
como o “spheromak” que ndo tém campos toroidais gerados externamente [8].

Tokamaks

Dos vérios esquemas propostos para o confinamento magnético de plasmas, um dos
mais promissores é o chamado Tokamak 3, que consiste numa cdmara toroidal [Fig.
1.9] onde uma corrente de plasma é formada pela acdo indutiva de um transformador,
e confinada pela acdo combinada de dois campos magnéticos bésicos [6]. Um deles, o
chamado campo magnético toroidal Br, é produzido por bobinas enroladas em volta
da camara toroidal, e outro, o campo magnético poloidal Bp, é produzido pela prépria
corrente de plasma. A combinagao de ambos, Br + Bp, produz linhas de campo heli-
coidais, permitindo o confinamento do plasma.

Os Tokamaks costumam ser caracterizados geometricamente pelo raio maior e me-
nor da camara toroidal, bem como pelo médulo do campo toroidal By e pela sua cor-
rente de plasma. Na Tabela 1.7.1 listamos estas caracteristicas para alguns tokamaks
em operacdo na atualidade. H4 uma excelente compilacdo (“All the World’s Toka-
maks”), disponivel na internet no endereco www.tokamak.info, e que lista proprieda-
des de 226 tokamaks em todo o mundo.

Vamos, neste capitulo, considerar os seguintes valores tipicos de plasmas confina-
dos em Tokamaks

ni~100m=3,  kgT; ~ 10%V, (1.127)

para os quais a velocidade térmica idnica é, de (1.14), da ordem de 10° m/s. Supondo

3E um acrénimo formado a partir das palavras (em russo) toroidalnaya kamera s magnitnami
katushkami, que significa cAmara toroidal com bobinas magnéticas. O seu conceito foi idealizado por
Andrei Sakharov e Igor Tamm no Instituto Kurchatov de Moscou por volta de 1950. Os primeiros To-
kamaks foram construidos neste mesmo instituto no final da década de 1950, sob a lideranca de Lev
Artsimovich.
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Nome Pais Raio Raio Campo Corrente de

maior (m) | menor (m) | toroidal (T) | plasma (MA)
T-10 Russia 1,5 0,37 4,5 0,7
TFTR EUA 24 0,80 5,0 2,2
JET UK 3,0 1,25 3,5 7,0
DIII-D EUA 1,7 0,67 2,1 2,1
Tore Supra Franca 2,4 0,80 4,5 2,0
ASDEX-U | Alemanha 1,7 0,50 3,9 1,4
JT60-U Japao 34 11 4,2 5,0
EAST China 1,7 04 3,5 1,0
ITER* Franca 6,2 2,15 53 22
TCABR Brasil 0,61 0,18 1,1 0,1

31

Tabela 1.1: Caracteristicas de alguns tokamaks atualmente em operacdo. Adaptado de
[5, 9]. * O inicio esperado para sua operagao é 2025.

ne =n; e T, = T; a velocidade térmica eletronica, de (1.13), serd da ordem de 10’ m/s.
Apesar de muito altas, estas velocidades ainda podem ser tratadas no regime nao-
relativistico.

Ja o comprimento de Debye é da ordem de 2 x 10~3m. Nos Tokamaks o compri-
mento caracteristico é da ordem de L ~ 1m, de modo que é verificada a condi¢ao (1.36)
para a quase-neutralidade do plasma. O pardmetro de plasma eletronico é 5 x 10°, ve-
rificando assim o critério (1.45), que prescreve um alto nimero de particulas dentro da
esfera de Debye. Os campos magnéticos sdo da ordem de 17, de modo a girofrequéncia
e o raio de Larmor sdo da ordem de

Oce ~ 2 x 10M 71, re ~2x 104 m.
A frequéncia colisional elétron-ion é ~ 30s~!. Nestas condigdes, a resistividade ¢ da
ordem de 10~® Q.m, comparével ao Cobre a temperatura ambiente.

O tokamak de melhor desempenho na atualidade (2019) é o JET (“Joint European
Torus”), operando em Culham (Reino Unido), onde ja foram conseguidas descargas
D—D e D—T na regido de empate (Q = 67). Espera-se que a condi¢gdes préximas a
ignicdo (Q = 10) seja conseguida pelo futuro tokamak ITER (“International Thermo-
nuclear Experimental Reactor”), atualmente em constru¢do em Cadarache (Franga),
como resultado de uma grande cooperacdo internacional sob o patrocinio da Agéncia
Internacional de Energia Atomica. Maiores detalhes podem ser obtidos no enderego
www.iter.org. Na Figura 1.10 estdo representados os valores do produto n;tg (em
10%%m73.5) versus a temperatura idnica kgT; (em keV) para descargas D—D e D—T em
diversos tokamaks [vide Tabela 1.7.1], incluindo o préprio JET. O sucessor do ITER
ja serd um reator a fusdo termonuclear denominado DEMO (“Demonstration Power
Plant”), cujo proposito serd a producdo de eletricidade a nivel ainda experimental na
faixa de 300 a 500 MW. Enquanto o ITER tem sua operagdo prevista para comegar em
2025, o DEMO (ainda em projeto) s6 deve comecar a operar a partir de 2044.

No Brasil o primeiro tokamak (TBR-1) foi construido em 1977 no Laboratério de
Fisica de Plasmas do Instituto de Fisica da Universidade de Sdo Paulo, tendo operado
até 1999. Foi substituido pelo tokamak TCABR, ainda em operagédo, e que foi cons-
truido para estudos de aquecimento auxiliar, regime de operagdo de alto confinamento
e turbuléncia na borda do plasma, entre outros objetivos [10]. Além destes, operam no
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Figura 1.10: Densidade i6nica vezes o tempo de confinamento em func¢do da tempera-
tura idnica para diversos tokamaks sob rea¢des de fusdo dos tipos D—T e D —D. Os
limiares para empate e ignicao estdo representadas em linhas tracejadas.

Brasil outros dois tokamaks: o tokamak esférico ETE, no Instituto Nacional de Pesqui-
sas Espaciais, em Sao José dos Campos, e o tokamak NOVA, no Instituto de Fisica da
Universidade Federal do Espirito Santo.

Devido as suas caracteristicas de alta temperatura e a presenca necessaria de cam-
pos magnéticos intensos, a magnetohidrodindmica tem sido intensivamente empre-
gada para o estudo de fendmenos a baixas frequéncias em plasmas de fusdo, sobretudo
aqueles relacionados ao equilibrio. Uma condic¢do necesséria (embora nao suficiente)
para a obtencdo de plasmas de fusado é a de que tenhamos um equilibrio magnetohidro-
dindmico com uma razodvel estabilidade. Por este motivo, o estudo do confinamento
magnético de plasmas de fusdo é uma das principais motiva¢des da magnetohidro-
dindmica.

1.7.2 Plasmas solares
O Sol

O Sol é uma estrela de tamanho e luminosidade intermedidrias, com uma magnitude
absoluta 4,8 [11]. O seu raio é 6,96 x 103m e ela gira com um periodo que depende
da latitude, variando de 25 dias no equador a 36 dias nos p6los. A massa do Sol é
de cerca de 2 x 10°%g, consistindo basicamente de Hidrogénio (90%) e Hélio (10%) e
outras espécies (0,1%). O ntcleo do Sol, que ocupa cerca de um quarto do raio solar
[Fig. 6.6] mas contem 34% da massa total, é a regido mais interna do Sol. No interior do
ntcleo a temperatura (15 x 10°K) e a densidade do Hidrogénio # sdo tdo grandes que o

*Corresponde a uma massa especifica de 150g/cm?, ou seja, 150 vezes maior que a densidade da
dgua!
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Figura 1.11: Figura esquematica das partes constituintes do Sol.

mesmo estd completamente ionizado (prétons e elétrons), e ocorrem as condigdes vis-
tas anteriormente para a ocorréncia de rea¢oes de fusdo nuclear. Este processo envolve
a fusdo préton-préton diretamente criando, ao longo de uma série de etapas, nicleos
de Hélio e uma variedade de particulas elementares.

A energia gerada por estas rea¢des de fusdo nuclear escapa inicialmente por radiagao
(através da chamada zona radiativa) e depois por convecgdo (pela zona convectiva)
[Fig. 6.6] [11]. A energia propaga-se pela zona radiativa na forma de fétons de alta
energia (raios gama). A matéria na zona radiativa, no entanto, é tdo densa que os
fétons sdo absorvidos e espalhados por outras particulas, aumentando seus compri-
mentos de onda até emergir como luz visivel e ser irradiada para o espago. Leva um
tempo da ordem de 171 mil anos para que os raios gama atravessem a zona radiativa.
A temperatura do plasma na zona radiativa diminui de 15 x 10°K para 1,5 x 10°K na
base da zona convectiva. Dentro desta tltima, formam-se rolos de conveccdo onde
o plasma quente tem movimento ascendente e esfria, tendo o plasma mais frio um
movimento descendente. .

A atmosfera Solar é dividida em trés partes: a fotosfera, a cromosfera e a corona
[Fig. 6.6]. A parte visivel da superficie do Sol é a sua fotosfera, que é uma casca
esférica relativamente delgada (de espessura ~ 500km) com uma temperatura de cerca
de 5700K e densidade de 10?® particulas por metro ctibico. O Hidrogénio na fotosfera
nao é totalmente ionizado (taxa de ioniza¢do de apenas 3%), fazendo com que esteja
praticamente na forma atomica.

Imediatamente acima da fotosfera encontra-se a cromosfera, que é a parte mais
interna da atmosfera solar (estendendo-se até uma distancia de 2500km da fotosfera),
onde a temperatura é da ordem de 10*K. Apds a cromosfera encontra-se a corona solar,
onde a temperatura atinge valores muito maiores (10°K), e da qual falaremos com mais
detalhes adiante.

O Sol é uma estrela magnética: o campo magnético na sua superficie tem uma inten-
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Figura 1.12: Imagem da corona solar durante um eclipse total do Sol em 21 de agosto de
2017 em Madras, Oregon. Crédito da figura: NASA/Aubrey Gemignani, Disponivel
em https:/ /spaceplace.nasa.gov/sun-corona/en/.

sidade média de cerca de 107#T. No entanto, nas manchas solares (que tém dimensdes
da ordem de 10* km) essa intensidade pode aumentar para alguns Teslas. E impor-
tante salientar, ainda, que o plasma Solar é confinado basicamente pelo intenso campo
gravitacional produzido pela sua prépria massa. Assim, para estudar o plasma Solar,
é necessario incluir tanto as forgas eletromagnéticas como gravitacionais.

Corona solar

A corona solar é a parte mais externa da atmosfera solar (acima de 10*km), que se
estende por milhdes de quildometros pelo espago e é mais facilmente visivel apenas
em eclipses totais do Sol, apresentando uma estrutura complexa de jatos e algas [Fig.
1.12]. As primeiras observagdes espectroscopicas da corona solar revelaram linhas de
emissdo que ndo correspondiam a nenhum elemento existente na Terra, o que levou
a especulacdo que a corona pudesse ser constituida por um novo material (chamado
“coronium”). Este mistério s6 foi resolvido em 1939 quando Grotrian mostrou que as
linhas espectrais podiam ser explicadas supondo que os gases na corona eram supera-
quecidos, a temperaturas maiores que 10° Kelvin.

Nessa temperatura os &tomos de Hidrogénio e Hélio estdo completamente ioniza-
dos formando um plasma de baixa densidade, com os seguintes valores tipicos

ne ~105m=3,  kgT, ~ 100eV, (1.128)

Com estes valores o comprimento de Debye é ~ 10~3m, muito menor portanto do que
as distancias tipicas, que sdo da ordem de 10’m. O parametro de plasma eletronico
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Figura 1.13: Algas coronais. Crédito da figura: NASA/TRACE. Disponivel em
https:/ /spaceplace.nasa.gov/sun-corona/en/

correspondente é 5 x 10*, um nimero suficientemente grande para a sua caracterizagio
como plasma. Sendo o campo magnético é da ordem de 1073 T, a frequéncia de plasma
eletronica e o raio de Larmor correspondente sdo, respectivamente,

Oce ~2x 108571, re ~2x 1072 m.

assim como a frequéncia colisional é ~ 240Hz. A resistividade correspondente é da
ordem de 8,5 x 10~ °Q.m.

As chamadas algas coronais sdo tubos de fluxo magnético que comegam e terminam
na fotosfera Solar, projetando-se em diregdo a corona. Como o plasma coronal é apri-
sionado nestas algas, elas sdo visiveis em imagens Solares [Fig. 1.13]. As extremidades
das algas coronais estdo ancoradas na fotosfera em regides associadas as manchas so-
lares. De fato, nas manchas solares o campo magnético Solar é mais intenso, trazendo
plasma do interior do Sol para a sua superficie. Assim, o plasma nas regides de intenso
campo magnético é mais frio do que o plasma do restantes da fotosfera, o que explica
a sua aparéncia de manchas escuras.

As regides mais frias e rarefeitas da corona sdo chamadas buracos coronais, e sdo
ancoradas apenas em uma extremidade na fotosfera. O campo magnético Solar nes-
tes buracos tem a diregdo predominantemente radial, de modo que ha uma ejecdo de
plasma que forma o chamado Vento Solar. Além desse fator, as préprias alcas coronais
podem se desprender e também ser ejetadas, compondo também o Vento Solar.

Devido a grande temperatura da Corona, aproximadamente a metade dos elétrons,
e apenas 1% dos prétons, que compdem o plasma coronal tem velocidades térmicas
que excedem a velocidade de escape gravitacional. Este desbalanco ira produzir um
excesso de cargas positivas na corona que, por sua vez, causa o aparecimento de um
intenso campo elétrico. Este campo acelera os prétons para fora da Corona, mantendo
a neutralidade de carga do plasma [11].

A rotagdo do Sol faz com que o Vento Solar seja ejetado em espirais, preenchendo o
meio interplanetdrio com um plasma bastante ténue, com densidade da ordem de 10°
particulas por metro ctibico. A velocidade de propagacdo do Vento Solar é supersonica,
com nuimero de Mach entre 5 e 10. Em particular, nas proximidades da Terra a velo-
cidade varia de 300 a 800 km/s. O vento Solar, nos periodos de intensa atividade do
Sol, sofre perturbagdes significativas, aumentando tanto sua velocidade como sua tem-
peratura, acompanhadas por flutuagdes grandes do campo magnético interplanetario



36 CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

e magnetopausa

L
-
-
-
- -
-
-
-
-
-
-
-

magnetocaunda

-
i
-
-
-~
-
-

_ - magnetobainha Tt ~o

vento solar choque em \

arco

Figura 1.14: Figura esquemadtica da magnetosfera terrestre e sua interagdo com o vento
solar.

[11].

Magnetosfera Terrestre

A regido do espago em torno da Terra na qual as particulas do vento solar sdo apri-
sionadas devido ao campo magnético é denominada magnetosfera. A estrutura da
magnetosfera é ilustrada pela Figura 1.14 e tem os seguintes elementos: (a) o choque-
em-arco (“bow shock”) é a fronteira entre a magnetosfera e o espago interplanetario,
seguida pela magnetobainha; (b) a magnetopausa, na qual a pressdo gerada pelo fluxo
de particulas do vento solar é contrabalancada pela for¢a magnética devido ao campo
terrestre; (c) a magnetocauda, que é a extensdo da magnetosfera no lado oposto do
fluxo do vento solar [12].

Devido a efeitos de reconexdo magnética, as particulas do vento solar passam através
da magnetopausa e sdo confinadas pelo campo magnético dipolar, formando os cha-
mados cinturdes de Van Allen, descobertos em 1958 a partir dos dados fornecidos pelo
satélite artificial Explorer 1.

Sao dois cinturdes em forma de anéis concéntricos: (i) o anel interno estende-se de
1 x 103 km a 6 x 103 km de distancia do centro da Terra, e constitui-se de prétons proveni-
entes do decaimento de néutrons do vento solar que colidem com dtomos da atmosfera
superior da Terra, com energias da ordem de 100MeV, bem como elétrons na faixa de
centenas de keV; (ii) o anel externo estd localizado entre 15 x 103km e 25 x 10°km e
contém particulas carregadas como elétrons altamente energéticos (de 0,1 a 10MeV)
e fons de Hélio [11]. Durante episédios de intensa atividade solar, muitas particulas
escapam dos cinturdes de Van Allen e, atingindo as camadas mais inferiores da atmos-
fera, ionizam os 4&tomos e moléculas produzindo as auroras boreais e austrais.



Capitulo 2

As Equacdes da Magnetohidrodinamica

A Magnetohidrodinamica (MHD) combina as equag¢des da mecanica dos fluidos com
as equagdes de Maxwell do eletromagnetismo, bem como relagdes termodindmicas.
As equagdes hidrodindmicas podem ser derivadas macroscopicamente [15, 16], mas
também podem ser obtidas a partir da teoria cinética dos gases, tomando momentos
apropriados da equagdo de Boltzmann. Serd esse tltimo enfoque que adotaremos em
nossa discussao.

2.1 A equacdo de Boltzmann

Definimos, no Capitulo anterior, a fun¢do de distribuicdo de velocidades para um gas,
o que pode ser generalizado para a chamada funcado de distribuicdo para a espécie s de
um plasma, ou seja f(r,¢,t), onde r = (x1,x2,x3) = (x,5,2) € ¢ = (c1,¢2,¢3) = (Cx,Cy, C2).
As espécies a serem consideradas sdo:

e s = ¢: elétrons livres, com carga g, = —e;
e s =1i: ions positivos, com ¢g; = Ze,

onde Z é o nimero atomico. Consideraremos, por simplicidade, apenas plasmas de
hidrogénio, para os quais Z = 1.

Num espaco de fase hexa-dimensional, cujas coordenadas sdo as componentes da
posicdo e da velocidade, o elemento de volume é

du= drd’c = dxidx, dxszdcidcydcs. (2.1)

Interpretamos f;(r,c,t)d*rd>c como sendo a probabilidade de que uma particula da
espécie s esteja em uma posicdo dentro do elemento de volume d°r centrado em r e
com uma velocidade dentro do elemento de volume d>c centrado em c.

Se houver Ny particulas da espécie s num volume V, a densidade de ntiimero de
particulas serd ny = N;/V. O ntimero de particulas no elemento de volume (2.1) serd,
pois,

Ns<t> :fs(racvt) d‘u(t)' (2.2)

Nao havendo colisdes entre as particulas, o nimero delas num elemento de volume
do espaco de fase sera conservado:

Ny(t) = Ny(t + A1), (23)

37
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ja que ndo haverd transferéncia de momentum entre as particulas. Na presenca de
colisdes, entretanto, haverd uma variacdo do ntimero de particulas nesse elemento de
volume

ANs(t) :Ns(t"f’At)_Ns(t)' (2-4)

Usando (2.2) teremos
AN,(t) = fo(r+Ar,c+Ac,t + At) du(t + At) — fs(r,¢,t) du(r). (2.5)

Para um intervalo de tempo suficientemente pequeno as varia¢cdes na posi¢do e na
velocidade da particula serdo dadas, respectivamente, por

Ar = cAt, (2.6)

F
Ac=aAr= At (2.7)
S
onde m; é a massa das particulas, e Fs a forca externa que nelas atua.
Expandindo (2.5) em séries de poténcias em At obtemos

J
fs(r+Ar,c+Ac,t +Ar) = ]‘s(rct)+Ata—fs+Axaf + Ac; afs+ (2.8)
X c
a menos de termos de ordem quadratica ou superior. Além disso, usamos a convengao
de soma: dois indices repetidos num mesmo termo estdo implicitamente somados de

1 a 3. Por exemplo:

3fs
ax,

A expressdo acima, ap6s a substituicdo de (2.6) e (2.7), fica

ZAng =Ar-Vf,. (2.9)

fs(r+Ar,c+Ac,t 4+ Ar) = fi(r,c,t)+

dfs dfs  Fyi afs
At ad S A (2.10)

Os elementos de volume no espago de fase, em tempos diferentes, estdo relaciona-
dos pela expressao
dut +Ar) = |9\du(r), 2.11)

onde J é o Jacobiano da transformacao

{x1(2),x2(2),...c3(t) } = {x1(t + A1), x2(t + At),...c5(t + A1) }.

Pode-se mostrar que 7 = 1, a menos de termos de ordem mais alta [17], de modo que
(2.4) fornece

AN, (1) = [fs(r+Ar,c+ Ac,t + At) — fi(r,c,1)]du(r)

[ofi | 0f | Fuidfs
— [Eju ax,*aa_c,} Atdu(t). (2.12)

Ja o efeito das colisdes entre as particulas, em vista de (2.5), pode ser modelado

como AN af
At:<§>m@@a 213)
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onde (df;/ot),,, € a parte colisional da variacao da funcdo de distribui¢do. Comparando
(2.12) com (2.13) obtemos a equacdo de Boltzmann:

afs afs Fsi afs afs
IS e Sy I s (S 2.14
o Ty T e\ 14)
que, numa notacdo vetorial, é escrita como
1 0
é+c Vfi+ —FS-chs:( fs) (2.15)
ot my o ) ol
onde introduzimos o gradiente no espaco de velocidades:
Ve=¢ +¢ +¢ i (2.16)
© 18 C1 2802 3aC3' .

Num plasma consideramos dois tipos de forgas externas: eletromagnéticas e gra-
vitacionais. Denotaremos por E(r,?), B(r,7) e g(r,7) os campos elétrico, magnético e
gravitacional, respectivamente. A forca externa sobre uma particula de massa m; e
carga gy €

F, = ¢,(E+c x B) +m,g, (2.17)

onde ¢, é a carga elétrica.

Como a forga gravitacional é conservativa, podemos escrevé-la como g = -V,
onde ® é o potencial gravitacional, de modo que

F; =¢s(E4+cxB) —mV, (2.18)
ou, em componentes cartesianas,

od

Fyi = g, (Ei +¢&gjiciBj) — M3
1

(2.19)
onde €;;; é o simbolo de Levi-Civita (??) [vide Apéndice A].
Nos presumimos que E, B e ® ndo dependam da velocidade das particulas, tal que

OF;

a_C,' = qSSijiBj = 0, (2.20)

ja que o simbolo de Levi-Civita anula-se para indices repetidos. Nessas condi¢des a
equacdo de Boltzmann (2.14) pode também ser expressa na forma

dfs afs 0 si Afs
o Ty M( ﬁ)‘(a) 221)
Substituindo (2.19) em (2.14) obtemos
dfs  dfs dfs (9
o thigg T { (Ei +egjiceB)) — axj % = <§ o (2.22)

que, na forma vetorial, fica

S S as
i+c V4 {ZS(E—MXB) ] Vef, = (5:) (2.23)
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2.2 Equacao geral de transferéncia

As equacgdes de fluidos necessérias a MHD sao obtidas tomando momentos da equagao
de Boltzmann (2.14). Vamos considerar inicialmente os seguintes momentos da fungdo
de distribuicdo:

1. Densidade de namero de particulas da espécie s:

- / dc ., (2.24)
2. Velocidade macroscépica da espécie s:
[dcefy 1 [ ;4
Vs(r,l') = W = n_s/d CCfg7 (225)

3. Valor médio de uma quantidade fisica x(r,c,) relativa a espécie s:

dPeyfs 1
(x(r,1)) = ff dfc - / ey fs. (2.26)

A velocidade macroscépica é, assim, a média das velocidades das particulas da espécie
s:
vy = (c). (2.27)

Multiplicando a equagdo de Boltzmann (2.14) por y e integrando no espago das

velocidades
[ [ [ (%) e
L col

_1[ _III

Calculando separadamente cada termo indicado acima, com o auxilio de (2.26),
temos

0 d
1= 5 o) () 229
1= 3 sleit) - <a%<c,~x>> (2:30)

Para o termo /11 vamos inicialmente considerar apenas a dire¢do c¢; no espago das
velocidades), para a qual

0 (F, 1 [ 0 [F,
<a— (—lx)> LM (—1x) i 231)
Cl ms 1 ns — x S

Integrando por partes

0 (Fyu Fy
ns{ 5\ X)) = —Xfs
Cl ms ms

=0

= +°° a S S
— de 1—af Ly (2.32)
oo c1 My
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pois f; anula-se quando ¢; — =ee. No caso tridimensional teremos [17]

(g () ) = [aesh By 23)

ng / 0 . ox
= —— <8c, (XFsz)> =—— <acle> (2.34)

onde usamos (2.20), valida no caso de forgas eletromagnéticas e gravitacionais.
Reunindo (2.29), (2.30) e (2.34) em (2.28) obtemos a chamada equacéo geral de trans-
feréncia para a quantidade genérica x(r,c,?):

de modo que

33 00 =1 (5 )+ 5 () -
ns<a%(c,~x)>——< > /d3 (afs) . (2.35)

2.3 Equacao da continuidade

Fazendo ) = 1 na equagdo geral de transferéncia (2.35) temos

Bt L e = [ e (af‘). (236)
ot col

De (2.27) resulta que vy; = (c;). Além disso, ignorando processos de ioniza¢do ou
recombinagdo, as colisdes ndo podem alterar o nliimero total de particulas, de forma

que
300 28 = = =
/d c( ot )col ( ot )col o (237)

para cada espécie do plasma. Temos, portanto, a chamada equagdo de continuidade,
que representa fisicamente o principio de conservacdo de massa para cada espécie s:

on 0

_ats + _axi (nsvsi) =0, (2.38)
ou, em termos vetoriais,

0

_a”ts V- (nyvy) = 0. (2.39)

24 A equacdo de movimento

Substituindo ) = m,c; (a j-ésima componente do momentum linear para a espécie s)
na equacdo de transferéncia (2.35) temos

) 0 dfs
\E)_t (nsms<cj>)l+ E (msns<c,~cj))/—ns <Fs,> = /d3cmscj (a—f)wl. (2.40)

1
~

-~

~ Vv
=1 =11 =111
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Decompomos a velocidade das particulas como uma parte média, dada por (2.27)
como vs; = (c;j), e que é a velocidade macroscépica do fluido, mais uma parte flutuante
w, também chamada velocidade peculiar:

c=Vs+w. (2.41)

A velocidade peculiar caracteriza-se por apresentar flutuagdes de caréter aleatério em
torno de zero, tal que
(w) =0. (2.42)

O produto diadico c;c; é a componente respectiva do produto tensorial entre os dois
vetores: ¢icj = (cc);;. Seu valor médio sera

(cicj) = ((vsi +wi) (vsj +w;))

= VsiVsj + Vsi <Wj> +Vsj <Wl'> +<Win>a
— =~

=0 =0

ja que a média da velocidade macroscépica é igual a ela prépria. Vamos definir o tensor
tensdo para a espécie s como [14]

Ts = mgng(Ww), (2.43)
ou, em ComponenteS:
Tsij = Mgng <W,'Wj>, (2.44)
donde |
(C,‘Cj> = ViVsj + MTSZ'J'. (2.45)

Calculando cada termo de (2.40) em separado,

d

1= p (msnsvsj) , (2.46)
0 1
II = — |mgny VsiVsj+ _Tsij ) (247)
ox; Mgy

III_/d cms vsj+w,)<afs) /d%w,(aﬂ) , (2.48)
col

onde usamos (2.37). Substituindo (2.46)-(2.48) em (2.40)

oTyij

MsVsVgivsj) +

5
3

MsnsVsj ) +

2
5 (

onde definimos um novo termo colisional:

R; —/d3cmsc( fs) /d3cm w(aa];5> , (2.50)
col

que representa o ganho liquido de momentum linear pelas particulas da espécie s de-
vido as suas colisdes com particulas de outras espécies (por exemplo, colisdes elétron-
ion ou fon-elétron). Por outro lado, colisdes entre particulas de mesma espécie (como
ion-ion ou elétron-elétron) ndo produzirdo este ganho liquido de momentum.
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Multiplicando a equagdo de continuidade (2.38) por myv,; obtemos

d 0
Vsja: (mgng) + vsja_xi (mgngvsi) =0, (2.51)

que pode ser usada para reescrever (2.49) como

avsj 8vsj aTs,'j .
mSnS (7 +vSl aXZ ) + ax1 _ns<st> _RSJ' (2.52)

A média da forca externa dada por (2.18) serd
(Fs) = qs((E) + (¢) x (B)) —m;V(®P) = g5 (E+ vy x B) —m; VD, (2.53)

onde usamos o fato de nenhum dos campos externos serem dependentes da veloci-
dade. Chegamos, assim, a equagdo de movimento para cada espécie s do plasma:

8vsj avsj .
Mmgng (7 +V“"8_x,~) =

Tiii 0P
— a;ij + ngqs (Ej + (Vs X B)J> - msnsgj +st7 (254)
ou, em termos vetoriais, como
v
mshts | == + (vg-V)vg| = =V T+ nsqs (E+vs X B) —mn, VO +R;. (2.55)

Seja um campo vetorial genérico y(r,7). Sua derivada total em relagdo ao tempo
para um fluido em movimento com velocidade v é

d _oydx; oy oy
E\If(r,t)—a—x[.%—l—g—V'VW—Fg, (2.56)

de modo que podemos encarar o simbolo d/dt como a derivada convectiva (ou ma-
terial), que representa a variacdo de uma quantidade que move-se juntamente com o
fluido durante seu fluxo:

d 9
S 4v.V 2.57
a Y (2.57)
tal que a equacdo de movimento (2.55) é reescrita como
dv,
Mgl = = —V - Ts+nqs (E+ vy xB) —mgn VO +R;. (2.58)

2.5 Caso isotropico

Se as colisoes elétron-ion e fon-elétron forem suficientemente frequentes a ponto de
manter as fun¢des de distribuicdo f, e f; aproximadamente Maxwellianas, o tensor
tensdo serd isotropico. Tensores isotrépicos sdo proporcionais ao tensor identidade |,
cujas componentes sdo dadas pela delta de Kronecker §;;. No caso isotrépico o tensor
tensao € escrito como

Ty =psl, (2.59)
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onde p, é a pressdo (escalar) associada a espécie s. Em componentes cartesianas
Tsij = psOij. (2.60)
Multiplicando (2.60) por 6;; e contraindo duplamente (isto é, somando em i e em j):
T5ij0ij = ps9i;0ij = psdii (2.61)
onde Trl = §;; = 611 + 822+ 833 = 3. Logo

1 1
po=3Ti=5TT,, (2.62)
de modo que a pressdo é proporcional ao trago do tensor tensdo. De (2.44) este tltimo
serd dado por
Tsii = mgng <Wsiwsi>a (2.63)

tal que

%msns (w?). (2.64)

A pressdo da espécie s esta relacionada a sua temperatura 7y pela equacao dos gases
ideais,

Ps =

ps = nskpTs, (2.65)

onde kg é a constante de Boltzmann.
O divergente do tensor tensdo isotrépico (2.59) é

V-Ty=V-(psl) = Vpy, (2.66)

e a equagao de movimento (2.55) pode ser expressa como:

0
Mghg {% +(vg- V) VS:| = —Vps+nyqs (E+ vy x B) —ngm;V® + R;. (2.67)

2.6 Equacao de conservacao de energia

Substituindo a energia cinética das particulas da espécie s, Y = Jm;c?

transferéncia (2.35) temos

o (Emsns(c >) ax, ( mgns(c c,}) — <28 (msc )ms>

'

=/ _I[ :III

_ / Pt Smse (afs) . (2.68)
col

Usando (2.64) obtemos, no caso isotrépico, as seguintes médias

, ha equagdo de

() =v2 P (2.69)
Mgy
VsiDPs

nshig

(cic?) = vV 45 + (wiw?), (2.70)
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e, com elas, calculamos cada termo em separado:

0 (1 3 o€
I= 5 (2 mgngv> + 2pS> ats (2.71)
1l = ? (1 + = > + J (8 + + )
mnvv, — Vi i | = 5— (&Vsi T VsiDs i
ax, sNsV Vs Vs Ps T (qsi axi sVs siPs T (s
0P
111 = ng(ciFyi) = nsyqsEivsi — nsmsvs,-g, (2.72)
l
onde definimos a densidade de energia para a espécie s [14]
1 3
& = Emsnsvg + E Ps (273)
e o vetor fluxo de calor para a espécie s como
3.1 2 1 2
qs = /d cimsw WS = Emsns(w w). (2.74)
Introduzimos, também, um novo termo colisional:
1 0
0y = / deSmow (%)l (2.75)
de forma que
0
/d3c mgC < fs) = ViR + Q. (2.76)
col

Substituindo (2.71)-(2.76) em (2.68) obtemos a equacdo de conservagdo de energia
para a espécie s:

o€ 0 0P
= +— [(Ss +ps) Vi + qSl] = I’lquE Vsi — NsMsVgi=— + ViR + Qw (277)
ot ox ox;
ou, vetorialmente,
os;
a_ + V. [(Es + ps) Vs + qv] = Ng{sVs - E— ngMgVy - Vo + Vg Rs + Qs~ (278)

Podemos escrever a relagdo de conservagdo de energia numa forma alternativa que
envolva apenas a pressdo e a velocidade de cada espécie. Para tal multiplicamos esca-
larmente a equacdo de movimento (2.67) por v,:

0
Mmghg (E + vy - V) vf 4+ Vps vy =ngqE - vy —ngmVe - vy + R - vy (2.79)

Além disso, da equagdo de continuidade (2.39), temos que
1 ans
Substituindo (2.79) e (2.80) em (2.78) obtemos,

30 3
=P +V- (Epsvs) +PS(V'Vs) +V-qs = Qs. (2.81)
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2.7 Processos adiabaticos

A estratégia desenvolvida até agora baseia-se na obten¢do de momentos da funcéo de
distribuicdo das particulas de cada espécie s. O momento de ordem zero representa a
densidade de particulas e a equagdo de balanco correspondente (2.39) exprime a lei de
conservacdo de massa. O momento de primeira ordem é a densidade de momentum
linear, e a respectiva equagdo de balanco é a equagdo de movimento (2.55).

O segundo momento da fungdo de distribuicdo é representado pelo tensor tensao
(2.43) e a equacgdo de balango para a pressdo, dada por (2.81), expressa a conservagao
de energia. Mas nessa equagdo introduzimos um terceiro momento, que é a densidade
de fluxo de calor. Haveria, pois, a necessidade de obter uma equagdo de balango para
ele também. Isto gera um processo que continua indefinidamente, a menos que noés
trunquemos a sequéncia de momentos da fungdo de distribuicdo, fazendo suposi¢des
simplificadoras sobre a natureza do sistema fisico.

Em nosso caso, vamos supor que ndo haja fluxos de calor (q; = 0) e que nédo haja
produgdo liquida de energia devido as colisdes (Qs = 0). Neste caso a equagdo (2.81)
torna-se

3 dps 3
= +V-| = sVs s V. s) — Y, .
TR <2pAvA>+pA( v) =0 (2.82)
que, apOs rearranjos, € reescrita como
3dps 5
—_— —_— V . pu— .
> dr + 2ps( vs) =0, (2.83)

onde usamos a derivada material (2.57). Podemos eliminar o divergente da velocidade
usando a equagdo de continuidade (2.39), obtendo

3dps 5 psdng

S8 28T 2.84
2.dt  2ng dt ’ (2.84)
que pode ser integrada de forma elementar, resultando em (pg e ng sdo constantes de
integragao)
» NVE
== (—s) , (2.85)
Po no

que é a relacdo termodindmica para processos adiabéticos de um gés ideal:

psns_s/3 = const. (2.86)

Usando a derivada material (2.57), podemos reescrevr (2.86) na forma

d N _
E (psns) =0, (2.87)
onde s
Y= 3 (2.88)

Em processos adiabaticos, nés identificamos o expoente (2.88) com a razdo entre os
calores especificos a pressdo é volume constantes:

c D+2
’Y:—p:—

2.89
L=5 (289)
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onde D é o ntiimero de graus de liberdade envolvidos. No caso de D = 3 temos que
v=5/3, de fato. Finalmente, supomos que cada espécie satisfaca a equacdo de estado
de um gés ideal

Ps = nskBTw (290)

onde T é a temperatura associada a espécie s.

2.8 Equacgodes da teoria de dois fluidos

As equagdes da teoria colisional de dois fluidos (onde s = e indica os elétrons e s = i 0s
ions positivos de hidrogénio) sdo as seguintes:

1. Equagoes de continuidade (conservacdo de massa): vide (2.39)

%)

% + V- (neve) =0, (2.91)

on;
My, (niv;) = 0; (2.92)

ot
2. Equagdes de movimento (conservagdo de momentum linear): sdo dadas, no caso

isotrépico, por (2.58)
ov,
Melte | == + (Ve V)Vo| ==Vp,—en,(E+v, xB) —n,m,V®+R,, (2.93)
ov;

m;n; {% + (V,’ . V) Vl':| = —Vp;+en; (E +v; X B) —nim;VO +R;; (2.94)

3. Equagdes de energia (processos adiabaticos)

d
d -
o (pin ") =o0. (2.96)

2.9 Teoria de um fluido

Na magnetohidrodindmica nés consideramos o plasma como um tnico fluido resul-
tante da mistura dos fluidos eletronico e idnico. Para escrever as equagdes da teoria de
um fluido, definimos as seguintes quantidades

e Densidade de massa
p(r,r) =Y myng = nim; + neme, (2.97)

N

e Velocidade média do fluido

nim;v; + neMmeVe (2.98)

1
v(r,t) = EZnsmsvs =
S

nim; + nem,
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e Densidade de carga elétrica

pc(r7t) = ZnSQS = e(ni - ne)a (299)

e Densidade de corrente elétrica

J(I’,t) = Z”ZSQSVS = e(l’ll’V,' - neve)- (2.100)

N

2.9.1 Equacgdes de continuidade

Multiplicando (2.91) por m,, (2.92) por m; e somando membro a membro temos

—(min; +mene) +V - (miniv; + meneve) =0

ot

de forma que, usando (2.97) e (2.98) chegamos a equagdo de continuidade de massa

g—‘:+v- (pv) = 0. (2.101)
De forma similar, multiplicando (2.91) por ¢., (2.92) por ¢; e somando membro a

membro,

0
g(%’ni + Qe”e) +V. (Qinivi + Qeneve) = 0,
que, usando (2.99), (2.100) e (2.98), leva-nos a equagdo de continuidade de carga
aapt CLV.J=0. (2.102)

2.9.2 Hipéteses simplificadoras

A passagem da teoria de dois fluidos para a teoria de um fluido ndo é inteiramente tri-
vial, pois ela envolve o uso judicioso de uma série de hipéteses simplificadoras sobre
as espécies envolvidas (elétrons e fons positivos) bem como sobre as escalas carac-
teristicas de comprimento e tempo envolvidas.

Quase-neutralidade

No Capitulo 1 abordamos o fendmeno da blindagem de Debye sofrido por uma carga
dentro de um plasma: ela é envolvida por uma “nuvem” de cargas cujo raio é igual
ao comprimento de Debye para uma dada espécie. Para distancias maiores do que
um comprimento de Debye temos idealmente uma neutralidade das cargas, ou seja, as
densidades de carga de elétrons e ions sdo iguais: |g.|n. = gin;, ou seja, n, = n;. Para
um plasma, este comprimento de Debye é muito menor do que um comprimento ca-
racteristico do sistema, de forma que essa propriedade vale para todo o sistema. No
entanto, a neutralidade nado é realmente total, pois as cargas envolvidas estio em mo-
vimento, de modo que o mais correto é falar em quase-neutralidade, ou seja

Mo 7 1. (2.103)
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Uma consequéncia imediata da quase-neutralidade é que a densidade de carga
elétrica (2.99) é aproximadamente nula: p. ~ 0. A equagdo de continuidade de carga
(2.102) reduz-se, pois, a condi¢do

V.J=0. (2.104)

A prépria densidade de corrente elétrica (2.100) pode ser expressa, de forma aproxi-
mada, como:
J=eni(vi—v,) ~ —en.(ve —v;). (2.105)

Relagao entre as massas

A razdo entre as massas de elétrons e ions positivos é muito pequena, a saber [cf. 1.47]:

M _ "M 1840 < 1 (2.106)
me me

Portanto, podemos frequentemente desprezar a razdo m;/m, quando consideramos

quantidades da teoria de um fluido. Por exemplo, a densidade de massa (2.97) é escrita

0 = mim; (1+E%) znimi(u@), (2.107)

n; mj m;

onde usamos a quaseneutralidade. Eventualmente a prépria razdo m,/m; é desprezivel
frente aos outros termos envolvidos, de modo que p ~ n;m; sera aceitavel.
A velocidade média do fluido (2.98) é

. . 71
V= n’;)n’ (Vi‘f‘%Ve) = <1+nk) (Vi+%ve) %Vi+%(Ve—Vi), (2.108)
m

2.9.3 Forga de arrasto colisional

Na teoria de dois fluidos estamos mais interessados nas colisdes entre elétrons e ions,
com frequéncia colisional v, = v,; dada por (1.106). No Capitulo I vimos que tais co-
lisdes provocam macroscopicamente uma forga de arrasto sobre os elétrons dada por
(1.114), a qual é proporcional tanto a frequéncia colisional como a0 momentum linear.

A densidade de momentum linear dos elétrons num referencial em que os ions
estdo em repouso é m,n.v.. Como os ions se movem com velocidade v;, 0o momentum
linear dos elétrons no referencial do laboratério é dado pela velocidade relativa v, —v;,
de modo que a forca de arrasto friccional é o produto da frequéncia colisional pela
densidade de momentum linear

R, = —meneVei(Ve — V). (2.109)
Para fons teremos uma expressao anédloga
R; = —minivi.(vi — ve). (2.110)
onde v;, é a frequéncia colisional entre ions e elétrons dada por (1.111), a saber:

Vie 2y, (2.111)

1
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Como m, < m;, a frequéncia v;, é muito menor que V,;. Substituindo (2.111) em
(2.110) teremos

R; = —meniVei(Vi — Vo). (2.112)

Mas, num plasma quase-neutro, n; ~ n.. Logo, de (2.109), resulta que
R, ~ —R.. (2.113)
Portanto, o ganho liquido de momentum linear de uma espécie é contrabalancado pela

perda liquida de momentum da outra espécie, de modo que o momentum linear global
do sistema seja conservado.

2.9.4 Equacao do movimento

Somando as equag¢des de movimento (2.93) e (2.94) para elétrons e ions,

ov ov;
menea—; +mene (Ve V) Ve + mi”ia_tl +m;n; (v - V)vi = =V (p. + pi)
—e(ne —n)E+e(nivi—nev,) xB — (nom, +n;m;)V® + R, +R;, (2.114)
——— —_———— HB_/

onde usamos (2.100), (2.103) e (2.113).

Usando as aproximagdes (2.107) e (2.108) podemos escrever, desprezando termos
pequenos na razdo das massas, que

ov d d
o [§+(V-V)v} ~ men, (er-v) Vet mam (&*““V> v (2.115)

Como a pressdo da mistura é a soma das pressdes parciais dos constituintes

p=Y ps=pi+pe, (2.116)
S

resulta que, substituindo (2.115) em (2.114) obtemos a equagdo de movimento do fluido:

p[%%wvvyiz—vp+JxB—pv¢, (2.117)

que pode ser reescrita, em termos do tensor tensdo da mistura

T=)T,=T.+T,, (2.118)
N
numa forma um pouco mais geral, que é

p|:3—:+(V~V)V} =—-V.-T+JxB—-pVo. (2.119)
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2.9.5 Equacao de energia
Somando (2.95) e (2.96)

jz(p’ ot pene ) Z[@em)n;ﬂ:o, (2.120)

onde usamos a hipétese de quase-neutralidade. Usando (2.116) e a aproximacgdo p ~
n;m; para a densidade obtemos uma equagao de energia para o fluido

d

—(pp7M) =0. (2.121)

Usando a derivada convectiva (2.57) e a equagdo de continuidade (2.101) podemos
eliminar a densidade em (2.121) em favor da velocidade do fluido:

%+V-Vp+yp(v-v):0. (2.122)

Somando e subtraindo o termo p(V -v = 0) obtemos

PV (pv) = (- )p (V). (2123)

Esta equagdo pode descrever alguns processos termodindmicos de interesse, que vere-
mos em detalhes a seguir.

Processos isotérmicos

Somando (2.90) para as duas espécies e definindo a temperatura da mistura como
chegamos a equagdo dos gases ideais para um fluido

pkBT

m;

p = nikgT = (2.125)

Derivando a expressdo acima em relacdo ao tempo e usando (2.101) obtemos

kgT kg T
o _ —[p(V-v)+v-Vp] B +p 5

i i R (2.126)

Fazendo o mesmo com V - (pv) e substituindo em (2.123) chegamos a uma equagdo
envolvendo a temperatura
dT
dr
onde usamos a derivada convectiva (2.57).
Num processo isotérmico a temperatura é constante, donde d7 /dt = 0, o que nos
conduzay=1.

= —(y=1DT(V-v), (2.127)
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Processos isovolumétricos

Nestes o volume do fluido é constante de maneira que, sendo sua massa também cons-
tante, assim o sera a densidade de massa: dp/dt =0 e Vp = 0. Da equagdo de continui-
dade (2.101)

0:—V<pV) :_pV‘V,

donde obtemos a condi¢do de incompressibilidade
V.v=0. (2.128)
Da equacdo (2.127) podemos isolar o divergente da velocidade:

1 dInT

Ay

Assim, a condigdo (2.128) para processos isovolumétricos equivale a fazer y — oo.

Processos adiabéaticos

A equagdo dos gases ideais (2.65) fornece, para um mol de particulas, a relagao
PV =RT, (2.129)
onde definimos a constante dos gases

k
R =2 =8,314J/mol K (2.130)
Na

e Na = 6,022 x 1023 mol ! é o namero de Avogadro.
Da termodinamica de equilibrio, sabemos que a variagdo infinitesimal da entropia
num processo reversivel é [18]

dS=T (c,Vdp+cppdV) (2.131)

onde ¢, e ¢, sdo os calores especificos a volume e pressdo constantes, respectivamente.
Usando (2.89) e (2.129) esta variagdo pode ser escrita como

dp d—v) . (2.132)

ds=c,R | =
o (L 41

Integrando esta expressdo, a variacdo de entropia num processo termodinamico
serd

§S=So+c,RIn(pVY), (2.133)

onde Sp é uma constante. Num processo adiabético reversivel a entropia é constante,
donde

pV¥ = const., (2.134)

que, em vista de p ~ m;n;, reduz-se a (2.121), com y=5/3, como esperado.
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2.9.6 Lei de Ohm generalizada

Usando (2.108) a densidade de corrente (2.105) pode ser usada para eliminar a veloci-

dade dos elétrons em .
Vo v— —1J. (2.135)
erne
de modo que o termo (v, - V)v, podera ser desprezado por ser muito pequeno face a
outros termos na equag¢do de movimento dos elétrons. Substituindo (2.135) em (2.93)

teremos, ap6s dividir por —en,, que

1 1 1
—Vp,+E+ (V——J) ><B+&VCI>——R6. (2.136)
€n, en, e en,

Desprezamos o termo sublinhado na expressdo acima, pois ele depende de 1/n2,
restando os seguintes termos:

1 1 e 1 e a ea
E+(V——J)XB+—Vpe+n—VCI>——Re— me 9 _ me Ov
ene en e

= - — 2.137
e ene eln, ot e ot ( )

Usando (1.119) a resistividade do plasma é dada em termos da frequéncia colisional
por

n = Ve (2.138)

nee’

Além disso, empregando (2.109) para a forga colisional sobre os elétrons, temos
R, = —ngnez(ve —v;) =enmlJ (2.139)

onde usamos (2.105). Substituindo em (3.51) temos uma primeira versdo da chamada
lei de Ohm generalizada:

me 9 me oV (2.140)

en, eZn, ot e ot

1 |
E+ (v——J> XB+ —Vp,+ Vvd - =
en, e

210 Equacdes da Magnetohidrodinamica

As equagoes da magnetohidrodindmica sdo obtidas a partir da teoria de um fluido
(com as hipéteses simplificadoras), combinadas as equagdes de Maxwell [20]:

o Lei de Gauss elétrica

v.E= P (2.141)
€0
o Lei de Gauss magnética
V-B=0, (2.142)
e Lei de Faraday
oB
VXE=—— (2.143)

ot’
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e Lei de Ampere-Maxwell
1 JE

2o’
As leis de Gauss magnética e de Faraday ndo sofrem alteragdo no contexto da MHD,
mas as leis de Gauss elétrica e de Ampere-Maxwell assumirdo formas simplificadas.

V xB =]+ (2.144)

2.10.1 Hipodteses da MHD

A Magnetohidrodindmica é uma teoria de um fluido, sob a qual determinadas hipdteses
simplificadoras devem ser satisfeitas. Inicialmente a prépria hipétese da descricdo do
plasma como um fluido deve ser analisada com cuidado. Para que possamos fazé-lo é
necessario que as particulas do plasma permanegam préximas umas as outras na escala
de tempo de interesse [?]. Assim é possivel considerar elementos de fluido pequenos
o suficiente para permitir o uso das equagdes hidrodindmicas, porém grandes o sufici-
ente para conter um ntmero significativo de particulas. Isto significa que deve haver
colisdes suficientemente frequentes entre as particulas, ou seja, que as frequéncias co-
lisionais sejam muito maiores do que as frequéncias de interesse.

Para determinar a escala de tempo caracteristica t da MHD consideramos um com-
primento caracteristico L e tomamos como a velocidade caracteristica a velocidade
térmica, por exemplo, dos ions, de modo que

o L (2.145)

CTi
é a escala de tempo mais rdpida na qual pode ocorrer um movimento macroscépico do
plasma. A frequéncia caracteristica serd, assim

1
 ~ ; ~ criL. (2146)

Outros fendmenos, como a propagacdo de ondas, por exemplo, também podem ter sua
frequéncia caracteristica.

Durante a escala de tempo caracteristica haverd um ntimero suficientemente grande
de colisGes entre as espécies de particulas que compde o plasma: colisdes ion-ion, com
frequéncia v;; e colisdes elétron-elétron, com frequéncia v... As condi¢des para que
cada espécie tenham dominéncia colisional serdo, portanto

O < Vi, 0 < Ve (2.147)

No capitulo 1 vimos que tais frequéncias colisionais satisfazem as rela¢des

Vie == %Veia Vee ™~ Vei, Vi & \/@Veea (2148)
mi; mi
onde a frequéncia colisional ion-elétron é dada por (1.106). Por outro lado, de (1.107) te-
mos que V,; < ®p, para um plasma (tal que A, > 1). Assim, a condigdo (2.147) também
aplicam-se a frequéncia de plasma eletronica: ® < ®,.

Além disso, a magnetohidrodindmica também tem suas condi¢des de aplicabili-
dade relacionadas as escalas de tempo e comprimento impostas pela existéncia de
campos eletromagnéticos sobre os plasmas. Os fendmenos a serem estudados pela
MHD apresentam escalas de tempo tipicamente grandes, ou seja, baixas frequéncias. O
termo “baixas”, aqui, pode ser tornado quantitativamente preciso especificando duas
condigdes:
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e se 0 fendmeno estudado (perturbagdo ou onda) tiver um ntimero de onda k ~
2n/L, onde L é um comprimento caracteristico, entdo a frequéncia caracteristica
satisfard a relagdo

0 < ke, (2.149)

onde ¢ = /1/goup é a velocidade das ondas eletromagnéticas no véacuo;

e se B é o campo magnético tipico do plasma, as frequéncias envolvidas devem ser
muito menores que a frequéncia ciclotronica para ambas as espécies de particulas

J|B
0 < o, = LB, (2.150)

nig

e 0 comprimento caracteristico do fendmeno L deve ser muito maior do que o raio
de Larmor das particulas (onde cr, é a velocidade térmica)

CTs

L>r,= (2.151)

(&\)

Para plasmas de fusdo, vimos que a frequéncia colisional elétron-fon é v,; ~ 30s~ 1.

Como
M, 1 1
— a4 ——~—=0,0233
\/ m; V 1840 43 ’ ’

Vee ~ 3051, vim0,7s L (2.152)

Supondo L ~ 1m e usando que cz; ~ 10°m/s temos que a frequéncia caracteristica na
MHD sera da ordem de 103s~!. Vemos que a condigdo (2.147) ndo é satisfeita. Que isso
quer dizer?

A rigor, a descri¢do de fluido ndo é sempre apropriada para plasmas de fusdo.
De fato, uma situacdo bastante comum (e desenvolvida em detalhes neste livro) é o
equilibrio, onde a frequéncia caracteristica é zero, de modo que a teoria de um fluido
resulta aplicdvel nesse caso. J4 para fendmenos onde hd propagacdo de ondas, no
entanto, a escala de tempo é diferente, o que traz novamente o problema da aplicabili-
dade da teoria MHD.

A resposta a este aparente paradoxo reside na existéncia, em plasmas de fusdo, de
campos magnéticos muito intensos. Devido ao raio de Larmor relativamente pequeno
das particulas do plasma, existe aqui um efeito de proximidade das particulas seme-
lhante ao fornecido pela alta frequéncia colisional. Sob um certo ponto de vista, é como
se 0 campo magnético compensasse a baixa colisionalidade caracteristica dos plasmas
de fusdo [2]. No entanto, esta descri¢do a rigor s6 é valida em dire¢des perpendicula-
res ao campo magnético, onde o raio de Larmor efetivamente limita o movimento das
particulas. Ao longo da direcdo do campo ndo existe essa limitacdo, e a MHD pode
ndo ser necessariamente aplicavel.

entdo de (2.152)

Campos elétricos no plasma

A condigdo de quase-neutralidade do plasma implica que a densidade de carga é pra-

ticamente nula, ou p. ~ 0. Como enfatizado por Freidberg [19] isto ndo implica, porém,

que a Lei de Gauss elétrica (2.141) resulta em V-E = 0 nem em E = 0. A rigor, teremos
SOV ‘E

en,

<1, (2.153)
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ja que para qualquer perturbacdo de baixa frequéncia que provoque uma separa¢do
de carga os elétrons terdo tempo mais do que suficiente para responder, criando um
campo elétrico que mantera o plasma na condi¢do de quase-neutralidade. Isto significa
que a condicdo de quase-neutralidade é compativel com um campo elétrico E ndo-nulo
no plasma.

Auséncia da corrente de deslocamento

O termo
1 0E

2o
na lei de Ampere-Maxwell (2.144) é a densidade de corrente de deslocamento. Vamos

mostrar que, sob as hipéteses adicionais da MHD, ela é desprezivel frente a densidade
de corrente de condugdo J. Para isto, substituimos (2.143) em (2.144) para escrever

oJ  10°E
VX (VXE) =y~ +—5=> 2.154
o que, sabemos, levard a uma equagdo de onda para o campo elétrico.
Seja, pois, uma onda plana com vetor de onda k e frequéncia o:
E = Ege/kr—o), (2.155)
para a qual valem as associag¢oes
d : .
s o, Voik, (2.156)
Usando-as em (2.154) estimamos a magnitude dos seus termos
1 |0°E| o
2
Da condigdo (2.149) temos que
1 |0’E

de modo que a corrente de deslocamento é desprezivel, e a lei de Ampere-Maxwell
(2.144) ficard simplesmente
V xB = pupl. (2.159)

2.10.2 Lei de Ohm generalizada

As hipéteses simplificadoras desta secdo podem ser usadas para eliminar alguns ter-
mos na lei de Ohm generalizada (5.35):

1 1 0 0
E+vxB———JxB——Vp,+ evp_ny— e 0 _me oV (2.160)
~—— en, ene e e?n, ot e ot
= —— N—— e —_——

=II =IIl =V =V =VI



2.10. EQUACOES DA MAGNETOHIDRODINAMICA 57

onde o termo II é conhecido como “termo de Hall”, ao passo que o termo III representa
o efeito da deriva diamagnética eletronica [14].

Para comparar as ordens de grandeza dos diversos termos da expressdo acima,
vamos considerar as seguintes razdes:

2

V| me |o me®

LM Ll L | 2.161

I~ eIxB] " ¢B wp (2161
2

VI M, a_j me M ®

i _ 2 (2.162)

Il e |vxB] e B @ ’ '

devido a condigdo (2.150). Logo o termo V é desprezivel frente ao termo de Hall 1II,
enquanto VI pode ser negligenciado frente a I. Como resultado sobram os seguintes
termos | |
E+vxB— —JxB+—Vp,+ v _nJ=0. (2.163)
Ne en, e

Da equacdo de movimento (4.2) escrevemos
dv
JxB= pV(I)-l—pE—i-Vp, (2.164)

que, ao ser substituido em (2.163) resulta, ap6s usarmos a quaseneutralidade e o fato

de m, < m;,
id 1 i
E+vxB-"% _ vy "iye_ny=0 (2.165)
~—~— e dt en, e
-1 R,Z_/ —— \:‘_/
= :3 =

Consideramos, agora, as seguintes razdes:
2] mi|ov/o mie  ®
il L A i U O I 2.166
1" e vxB|~eB  on (2.166)
|4| . m; |VCI)’ m; 1)) . ICID/V
1| e |vxB| e LvB L o
@ . 1 |Vpi‘ 1 1p,' . nikBT,' . 1CT,'

v
- ~ =" =<1, 2.168
11| en.|vxB| en,LvB n.eLvB Lw,; L < ( )

<1, (2.167)

onde L é um comprimento caracteristico, e usamos (1.9), (1.62), (1.68) e ainda o critério
(2.151) . Assim os termos 2, 3 e 4 podem ser desprezados frente aos demais. Portanto,
a lei de Ohm generalizada ficara

E+vxB=nl. (2.169)

Para interpretarmos esta expressao, lembramos que a lei de Ohm para um condutor
em repouso é
E=mnJ. (2.170)

No entanto, se o condutor estiver em movimento com velocidade v, a relacdo (3.51)
vale para o referencial de repouso do fluido, ou seja, o referencial no qual o fluido esta
em repouso. O campo elétrico E' no referencial de repouso do fluido estd relacionado
ao campo elétrico no referencial do laboratério E pela seguinte expressdo relativistica
[20]

(E-v)v
2 Y

E =T(E+vxB)—(T.—1) (2.171)

v
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1
I'y = \| T3 2.172
L 1—V2/C2 ( )

Para velocidades nao-relativisticas (v <« c¢)) temos que I';, =~ 1, de modo que

onde o fator de Lorentz é

E' ~E+vxB, (2.173)
e a lei de Ohm no referencial do laboratoério é escrita como
E+vxB=nl, (2.174)

em conformidade com (6.69).

Em grande parte dos problemas a serem considerados neste livro, tanto para plas-
mas astrofisicos como de fusdo, a resistividade do plasma pode ser desprezada. Esta
aproximacado, denominada MHD ideal, sera utilizada nos préximos capitulos de forma
sistemédtica. No entanto, varios problemas de interesse pratico nos obrigardo a consi-
derar uma resistividade finita do plasma, o que sera feito no Capitulo 8, que abordara
este e outros termos dissipativos das equagdes MHD, como viscosidade e condugdo
térmica. Na MHD ideal teremos, assim, a lei de Ohm generalizada escrita simples-
mente como

E=-vxB. (2.175)

Substituindo a lei de Ohm generalizada (2.179) na lei de Faraday (6.67) obtemos a
relacédo
oB

5 =Vx(vxB). (2.176)

2.10.3 Resumo das equa¢des da MHD ideal

Enumeramos, agora, as equagdes da teoria MHD ideal de um fluido, em combinacdo
com as equagdes de Maxwell aplicaveis a ela:

1. Equagédo de continuidade

P V- (o) =0, (2177)
2. Equacdo de movimento
ov
p §+(V-V)v =—-Vp+JIxB—-pVo. (2.178)
3. Lei de Ohm generalizada
E=-vxB, (2.179)
4. Equagdo de energia
d
Z(ppY) = 21
~(pp ) =0, (2:180)
5. Lei de Faraday
oB
VXE=—— (2.181)
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6. Lei de Ampere
V xB=uyl. (2.182)

Este é um conjunto de 14 equagdes escalares ao todo, para 14 campos escalares a
serem determinados pela teoria MHD:

e densidade de massa p(r,?): 1 campo escalar;

velocidade do fluido v(r,7): 3 campos escalares;

e pressdo p(r,r): 1 campo escalar;

densidade de corrente J(r,?): 3 campos escalares;

campo elétrico E(r,7): 3 campos escalares;
e campo magnético B(r,7): 3 campos escalares.

Como o ntimero de campos escalares é igual ao ntiimero de equagdes escalares, dize-
mos que o conjunto de equa¢cdes MHD é “bem-posto”. Para resolvé-lo, precisamos
ainda de condigdes iniciais e condi¢des de contorno apropriadas, o que sera objeto dos
proéximos capitulos. Observe que ndo aparecem aqui as leis de Gauss elétrica (V- E ~ 0)
e magnética (V- B = 0). De fato, elas sdo desnecessdrias do ponto de vista do balango
entre equacdes e incégnitas da MHD. No entanto sdo condi¢des necessérias para espe-
cificar os campos elétrico e magnético que se fagam presentes no sistema.

211 Equacdes da MHD ideal na forma de leis de con-
servacao

Uma das vantagens do conjunto de equagdes da MHD ideal é que elas podem ser
colocadas na forma de leis de conservagdo, o que facilita tanto cdlculos analiticos como
também numéricos. A forma geral de uma lei de conservagao para uma campo escalar
genérico y(r,z) é

oy

= +V-F(y)=0, (2.183)

onde ¥ representa o fluxo da quantidade y. Se ela for uma quantidade vetorial, entdo
seu fluxo serd um tensor de segunda ordem.

2.11.1 Conservac¢ao da massa

A equacdo de continuidade (2.177),

P v (pv) =0 (2184)

representando a lei de conserva¢do de massa, j& encontra-se na forma (2.183), com
y —peF — pv=j, que chamaremos de densidade de fluxo de massa.
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2.11.2 Conservacao do momentum linear

A equagdo de movimento para o fluido (2.178), juntamente com a lei de Ampere (2.182),
resulta na expressao

P {a—v—i—(v-V)v} :—Vp—iBX(VXB), (2.185)
ot Mo

onde ignoramos 0s campos gravitacionais.
A quantidade pv representa a densidade de momentum linear do fluido. Usando
(2.184) a sua taxa de variagao é

Apv) _ v

o Por

Substituindo o primeiro termo do segundo membro da relagdo acima pela equagdo de
movimento (2.185) e usando a identidade

— vV (pv). (2.186)

2

\Y (%) =B x (VxB)+(B-V)B, (2.187)

obtemos ) )
(pv) _ p(V-VIV—Vp—V (B—) +LB.v8B. (2.188)

ot 210/ Mo
Da 4lgebra tensorial recordamos as seguintes propriedades

Vp=V-(pl), (2.189)
V-(pv) = (Vp-v)v+pv(V-v)+p(v-V)v, (2.190)
V.(BB)=(B-V)B+(V-B)B, (2.191)

N——

=0

Substituindo todas elas em (2.188), resulta a lei de conservacao do momentum linear

J B 1
@Jrv- [(er—)H—pvv——BB] =0, (2.192)
ot 2u0 Ho
que estd na forma geral (2.183)
d
%—FV'H:O (2.193)
com y — pv, e F — II é o tensor de segunda ordem, com as seguintes componentes
B? 1
Hl'j = p+2_,u() Sij—l—pvivj—,u—OBiBj. (2.194)

O tensor acima tem duas partes: uma
pvv+ T =pvv+ pl, (2.195)

que é a densidade de fluxo do momentum linear na auséncia do campo magnético,
sendo T = pl o tensor tensdo para o caso isotrépico; e a outra

BB B’
o + o l, (2.196)

que é o tensor das tensdes de Maxwell para um campo puramente magnético [20].
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2.11.3 Relag¢des termodinamicas

Vamos usar o simbolo € para representar a energia interna especifica (por unidade
de massa) do fluido. Assim pe serd a densidade de energia interna (por unidade de
volume). Pela primeira lei da termodindmica, para uma massa unitdria vale a relacdo

de =Tds— pdV, (2.197)

onde T é a temperatura, s a entropia especifica e V = 1/p é o volume especifico. Resulta
a equacdo de Gibbs [17]

de = Tds+ ﬁdp. (2.198)

Em processos adiabéticos reversiveis, para os quais a entropia é constante, temos
que ds =0, e vale a relagdo (2.134)

pp Y =A(s) = const. (2.199)
donde (2.198) implica em
p -
de = ?dp = A(s)pY 2 dp, (2.200)
e que, integrada, fornece a energia interna especifica
! p
e=A(s = . 2.201
R T (220D

A entalpia especifica é definida como [18]

h:8+pV:8—|—§, (2.202)
tal que
dh=Tds+Vdp, (2.203)
ou ainda
dp = pdh — pTds. (2.204)

Combinando (2.197) e (2.204) resulta em
d(pe) = hdp +pTds. (2.205)

Assim, de (2.201), a entalpia por unidade de volume sera

ph=——p. (2.206)

2.11.4 Conservacao da energia

Inicialmente multiplicaremos escalarmente a equacdo de movimento (2.185) pela velo-
cidade do fluido,

pv-[@—l—(v-V)v} :—V-Vp—iv-[BX(VXB)]. (2.207)
ot Ho
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Fazendo o mesmo para a identidade

\ (;) =vx(Vxv)+(v-V)v (2.208)
temos que
pv-[(v-V)v] = %pv VvV (2.209)

A quantidade pv?/2 é a energia cinética por unidade de volume do fluido, cuja taxa
de variagao é

d (1 1, ov
o < pv ) =5V V-(pv)+pv~§, (2.210)

onde usamos a equacdo de continuidade (2.177). Portanto

dv 9 (1 1,
o V. . .
pv 5 =3, ( pv > 5V (pv) (2.211)
Usando uma conhecida identidade vetorial, bem como (2.176), escrevemos

V-[BX(VXB)]=—V-[(VXB)XB]—§(872). (2.212)

Inserindo (2.209), (2.211) e (2.212) em (2.210) obtemos

d (1 1 1 )
at( pv) > V-(pv)+§pv-Vv =

2
=—v-Vp— ly. B x (vxB)]— J (B—) . (2.213)
Ho or \ 20

Da relacdo termodinamica (2.204)
Vp=pVh—pTVs, (2.214)

tal que reescrevemos (2.210) como

d 1 1 )
8t< pv) 3 V-(pv)+§pv-Vv =

1 o ( B
=—v-(pVh—pTVs)— ‘U—OV- B x (vxB)]— 3 <2_,UO> . (2.215)

Vamos considerar, agora, a taxa de variacdo da energia interna por unidade de vo-
lume. De (2.205) e (2.184) temos

a(pe)_ dp ds ds
= h§+pTa— —hV-(pv) +pT .. (2.216)

Como estamos supondo processos adiabaticos, a entropia especifica é constante: ds/dt =
0. Usando a derivada convectiva (2.57) essa condi¢do se expressa como

% +v-Vs=0, (2.217)
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que, ap0s inserida em (2.218), leva a

d(pe)
ot

=—hV-(pv)+pTv-Vs. (2.218)

Substituindo, agora, o termo p7Tv-Vs em (2.215) pela expressdo acima, chegamos
finalmente a lei de conservagdo de energia

d [ pv? B? v\  Bx(vxB)
I I - V. — A i )
at< > +pe+2yo)+ |:pV(l’l+ 2)+ 0 } 0, (2.219)
onde ) )
v P e 2 (2.220)
2 2o

é a densidade de energia total do fluido, igual a densidade de energia cinética pv?/2,
mais a densidade de energia interna pe, mais a densidade de energia magnética B* /2.

Ja o termo
2
v Bx(vxB
F —pv (h + —> + Bx(vxB)
2 Mo
tem duas partes: uma é a densidade de fluxo de energia devido unicamente ao movi-
mento do fluido, e a outra é a densidade do fluxo de energia magnética, que é o vetor

de Poynting correspondente [20]

1 1
S=_—ExB=—Bx(vxB), (2.221)
Ho Ho

onde usamos (??). Lembramos que, devido a nossa hipétese inicial de que o plasma
é um fluido perfeitamente condutor, ndo hd perdas de energia por efeito Joule, garan-
tindo assim a conservagdo da energia magnética.

A lei de conservacdo de energia (2.219) muitas vezes se escreve substituindo a en-
tropia e a entalpia especificas pelas expressoes (2.201) e (2.206), respectivamente, resul-
tando em

Jd(p? p B Y v Bx(vxB)
Bl (LAY (RTINS VIR v 0 V2R . ,
at( > +Y—1+2M0)+ {Y_lpv+pvz+ 0 0 (2.222)

2.11.5 Conservacao do fluxo magnético

A lei de Faraday, quando aplicada a MHD ideal, nos leva a (2.176), que é

0B

i Vx(vxB). (2.223)

Abrindo o divergente do produto vetorial temos
Vx(vxB)==B(V-v)+(B-V)v—(v-V)B=—-V.(vB—Byv), (2.224)
como pode ser verificado por calculo direto. Assim temos a equagado na forma geral

88_15 +V-(vB—Bv) =0. (2.225)
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A que lei de conservagdo estamos nos reportando com esta equagdo? No préximo
capitulo veremos que uma das consequéncias mais importantes de supor o plasma
como um condutor perfeito (resistividade nula) é a de que as particulas do plasma
estdo “congeladas” as linhas de campo magnético, de forma que o fluxo magnético
é sempre conservado num movimento do fluido. A rela¢do (3.109) pode ser, assim,
interpretada como a forma matematica da conservagdo do fluxo magnético. O conjunto
completo de equagdes da MHD ideal inclui, ainda, a lei de Gauss magnética

V-B=0. (2.226)



Capitulo 3
Fenomenos MHD

No capitulo anterior deduzimos o conjunto de equagdes MHD tendo como base a
equacdo de Boltzmann e seus momentos. No presente capitulo vamos considerar algu-
mas propriedades gerais das solu¢des das equagdes MHD, e analisar com mais detalhes
algumas solugdes de importancia, como a propagacdo de ondas.

3.1 Conjunto reduzido de equac¢des MHD ideal

As equagoes da MHD ideal foram obtidas da teoria de um fluido, com o auxilio de uma
série de aproximagodes (por exemplo, restringimo-nos a fendmenos de baixas frequéncias,
plasmas sem viscosidade, comportamento isotrépico, processos adiabaticos, etc.):

e Equacdo da continuidade

9p
ry. = 1
5 TV (pv) =0, (3.1)
e Equacdo de movimento
v
P [§+(V-V)V:| =—-Vp+JxB, (3.2)
e Equacdo adiabatica (y=5/3)
d ,
ar (PP Y) =0 (3.3)
e Lei de Faraday
oB
\% =——= .
x E 5 (3.4)
e Lei de Ampere
VxB= ,Ll()J, (35)
e Lei de Ohm generalizada
E+vxB=0. (3.6)

Tomando o rotacional de (8.6) e usando (8.4) obtemos

_a_B_|_V><(v><B):ﬂV><(V><B). (37)
ot Ho

65
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A lei de Gauss magnética V- B = 0 nado é considerada propriamente uma equagdo da
MHD, mas sim uma restricdo aos campos magnéticos que sdo admissiveis dentro da
teoria. Ela nos indica que

V x (VxB)=-V’B (3.8)

o que nos leva a chamada equagdo de difusdo magnética

B G (vxB)+ Vv2p (3.9)
ot Mo

sobre a qual falaremos mais a frente.
Substituindo (8.5) em (8.2) resulta

p {a—v—i—(v-V)v} = —Vp—f—i(VXB) x B. (3.10)
ot Ho
Usando a identidade vetorial
BZ
V(T) —Bx (VxB)+(B-V)B, (3.11)
reescrevemos (8.10) como
2
p{a—v—l-(v-V)v] :i(B-V)B—V<p+B—>, (3.12)
ot Ho 2uo

de forma que eliminamos o campo elétrico e a densidade de corrente das equacdes
MHD.

3.2 Teorema de Alfvén

Um caso importante ocorre quando a resistividade do plasma é nula (n — 0), ou seja,
ele é um condutor perfeito (ndo é um supercondutor pois ndo exibe, por exemplo,
o efeito Meissner como num metal a baixissimas temperaturas). Neste caso, chamado
MHD ideal, o tempo de decaimento do campo magnético é infinitamente grande, assim
como o préprio niimero de Reynolds magnético. Devido a (8.50), podemos interpretar
este caso como tendo um coeficiente nulo de difusdo magnética: Dy, — 0. A lei de Ohm
generalizada (8.6) fornece, entao,

E=—vxB. (3.13)

Uma das consequéncias mais importantes da aproximacdo de resistividade nula é o
chamado teorema de Alfvén [22]: o plasma no interior de um tubo de fluxo magnético
permanece sempre dentro do mesmo, na medida em que o tubo se move. Em ou-
tras palavras, o plasma no interior do tubo estd “congelado” com o préprio fluxo
magnético: se o plasma se move, as linhas de forca movem-se junto com ele e vice-
versa.

Para demonstrar o teorema de Alfvén nés consideramos um caminho fechado C
que move-se juntamente com o plasma com velocidade v. Tomando este caminho em
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Figura 3.1: Geometria para anélise do teorema de Alfvén.

dois instantes de tempo ¢ e ¢ + At formamos um tubo de fluxo [Fig. 3.1]. Os fluxos
magnéticos através das superficies S, S2 e S3 sdo dados, respectivamente, por

o, = [ daB-h, o, = [ daB-1, $3= | daB-m, (3.14)
S1 S S3

onde fi é um vetor unitario perpendicular as superficies S; e S, (pois elas jazem sobre
planos paralelos) e th o0 é para a superficie lateral Ss.

Integrando a lei de Gauss magnética (V- B = 0) no volume delimitado pelas trés
superficies, e usando o teorema do divergente teremos

daB~ﬁ’+/ daB-a+ [ daB-th =0, (3.15)
S S» S3

onde n’ = —ii. No tempo ¢ + At
— @) (t+ At) + Dy (t + At) + P35 = 0. (3.16)
A derivada temporal do fluxo magnético serd

(I)z(l—}-Al) —d (l‘)

CD](I+AI)—C13|(I)—CI>3

il =1 17
dt Alzlglo At Azlino At (3-17)
onde usamos (3.16). Substituindo (3.14)
dd oB 1
— = —-h— lim — [ daB-m. 3.18
dt S da o T aS0Ar S5 ab-m (3-18)

Da Fig. 3.1 mda = d€ x vAt, o que transforma a integral em superficie numa integral
de linha em (3.18):
dd oB

1
= _ 22 f— lim — B) - déAr
dt s, da a " aSoAr /C(t)(vx ) ’
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onde C(t) é um contorno fechado da superficie S;. Usando, agora, o teorema de Stokes

dd oB .
E:/Slda [E—VX(VXB)}n. (3.19)

Finalmente, usando a equagdo de difusdo magnética (8.48), chegamos a relagdo
— =D, | daV’B-i. (3.20)

No caso de resistividade nula (MHD ideal) D,, — 0 e temos, portanto, o teorema de

Alfvén: .
T 0,= ® = const. (3.21)

3.3 Pressdo e Tensao Magnéticas

Vamos considerar a equa¢do de movimento reduzida (??)

dv 1 B?
—:—(B-V)B—V(p—l——), (3.22)
dt 2uo

onde usamos a notagdo (2.57) para as derivadas convectivas. Observe que o termo
B?/2p1p tem as mesmas dimensdes que a pressdo cinética p. Por esse motivo, costuma-
se chamar esse termo de pressdo magnética

BZ

=— 3.23
o (3.23)

Pm

O chamado “beta” do plasma é a razdo entre as pressdes cinética e magnética [6]:

P _ 2uop

O plasma, sendo um gds ionizado, tende a se expandir no espago livre devido a sua
pressdo cinética. Se um plasma estd confinado por campos magnéticos, é necessario,
portanto, que B < 1. Sistemas de confinamento magnético de plasmas tém valores ti-
picamente baixos de 8, da ordem de 0,1 ou 10%. De modo geral, estes valores baixos
ocorrem devido a uma série de instabilidades que ocorrem em plasmas magnetica-
mente confinados. Ja no contexto astrofisico estes valores sdo ainda menores: na coroa
solar, por exemplo, B é da ordem de 0,01.

O primeiro termo do lado direito da equagdo de movimento tem uma interessante
interpretacdo fisica: seja b um vetor unitario ao longo do campo magnético em cada
ponto da respectiva linha de forga, e seja s a distancia percorrida ao longo da linha de
forca, medida a partir de algum ponto de referéncia [Fig. 3.2][21]. Entdo

B = Bb, B-V=B— (3.25)

de modo que
2 2 5f,
i(B-V)B = Ei(BIB) _52 <B—> +B—a—b (3.26)
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o
¢]

Figura 3.2: Defini¢do dos vetores unitdrios para uma linha de campo.

Seja h a normal principal a linha de for¢a em cada ponto. Pelas férmulas de Frenet-
Serret [23]
ob A
— == 3.27
s R (3.27)

onde R, é o raio de curvatura (que varia ponto a ponto ao longo da linha de forga).
Entao, usando (3.23)

2 2 A4
1 0 (B ) B> 2 dpp » 2pmﬁ, (3.28)

—B-V)B=b— | — ——=—>
‘UO( ) ds 219 +2;UO R, os * R,

de forma que este termo tem duas componentes: uma ao longo da linha de forca e
outra normal a ela. A componente paralela tende a “esticar” a linha de forga, ao passo
que a componente normal (direcionada ao longo do seu raio de curvatura) tende a
“endireita-la”. Por esses motivos o termo (B-V)B/up é chamado tensao magnética.
Substituindo (3.28) na equagdo de movimento (??) temos
dv 1

= (B-V)B—YV(p+pa), (329)
I Ho

que pode ser interpretada da seguinte forma: o lado esquerdo é a densidade de forca
atuando sobre o plasma, entdo o lado direito tem duas contribui¢des, uma é o gradiente
da pressdo total p + p,,, outra é a tensdo magnética.

3.4 Ondas de Alfvén

Pelo teorema de Alfvén, sabemos que no caso de resistividade nula o plasma esta vin-
culado as linhas de forca, ou seja, se elas de alguma forma vibram o plasma vibrara em
conjunto com elas. Este é o caso das chamadas ondas Alfvén, que sdo ondas de baixa
frequéncia em plasmas magnetizados. Estas ondas propagam-se ao longo das linhas
de for¢a do campo magnético.

Uma simplificagdo que pode ser feita numa primeira abordagem ¢é negligenciar a
temperatura, ou seja, a pressdo cinética sera p = nkgT = 0. Isto dispensa o uso da
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equacdo adiabédtica no conjunto reduzido de equag¢des da MHD ideal (n = 0), que fica:

op B
PP (pv) =0, (3.30)
ov 1 B?
p {g + (V-V)v] = ,u_o(B V) B-V (2_,Uo> , (3.31)
%—1? =Vx(vxB). (3.32)

No6s consideramos a propagacdo da onda como uma perturbagdo fraca da situacdo
de equilibrio, para a qual v=0e p = po. Entdo as quantidades relacionadas a onda sdo
presumidas muito pequenas, ou seja, de primeira ordem em relagdo as quantidades do
equilibrio:

B =B( +By, (B1 < By), (3.33)
v=0+vy, <), (3.34)
P =po+pi1, (P1 < o). (3.35)

Substituindo (3.33)-(3.35) nas equagdes (3.30)-(3.32) e desprezando termos de or-
dem igual a dois (por exemplo, o produto de dois termos de primeira ordem) temos as
seguintes equagdes linearizadas

op1 .
Pr e po¥ o, (3.36)
J

,uop0§ — (Bo-V)B; + (B -V)By — V (By-B)) (3.37)
BV (v By (3.38)

Escolheremos a seguinte geometria para o problema: vamos considerar o campo
magnético externo na diregdo z: Bo = Boé;, de forma que o vetor de onda da propagacao
tem a mesma direcdo: k = ké; [2]. Supomos, também, que v; e By estejam alinhados
com o eixo y [Fig. 3.3(a)]. Entdo o conjunto de equagdes linearizadas é desdobrado nas
seguintes componentes:

ap1 . ovi
o> = Po £ (3.39)
Bvl . 831
HoPo 5 By 52 (3.40)
8B1 - 8v1
0= By 2L (3.42)
dy

De (3.42) segue que v; ndo depende de y e, portanto, (3.39) implica em dp; /ot =
0. Logo p; é uma constante que pode, sem perda de generalidade, ser igualada a
zero. Concluimos que a propagacgdo dessa onda é um processo incompressivel, pois
a densidade do plasma nédo varia com o tempo.



3.4. ONDAS DE ALFVEN 71

Figura 3.3: (a) Geometria da propagacdo de uma onda Alfvén. (b) Distor¢ao das linhas
de campo magnético devido a uma onda Alfvén.

Derivando (3.40) em relagdo a z, (3.41) em relacdo a ¢, termos a seguinte equagao
para a perturbacdo do campo magnético:

d’B1  pouo 9B
072 B3 or?

=0, (3.43)

que representa a propagagao de uma onda ao longo da dire¢do z com a chamada velo-

cidade de Alfvén [22]
By
VA = , (3.44)
\V/MoPo
onde p =~ n;m;, de forma que a densidade de massa dos ions é responsével pela inércia,
e a tensdo magnética faz o papel de forga restauradora.

Um raciocinio similar leva a mesma equacdo de onda para vy, a saber

9*vi  pomo 9*vi
0z2 B3 o2

(3.45)

Podemos supor a existéncia de solugdes de (3.43) e (3.45) na forma de ntimero de
onda k = 2w/ e ondas planas de frequéncia angular o, na forma

By(z,1) = By /&), (3.46)
vi(z,1) ¢ltheon), (3.47)

Vi

onde as quantidades com til significam amplitudes. Substituindo (3.46) em (3.43)
[(3.47) em (3.45), respectivamente] concluimos que as velocidades de fase tanto de B
como de vy sdo iguais a

Z=va (3.48)



72 CAPITULO 3. FENOMENOS MHD

o que é na verdade uma consequéncia do teorema de Alfvén, ja que o fluido oscila com
a mesma velocidade de fase e frequéncia que as proprias linhas de forca. Observe que,
como m é proporcional a k, a velocidade de grupo é igual a velocidade de fase, ou seja,
as ondas de Alfvén sdo ndo-dispersivas.

Substituindo (3.46) e (3.47) em (3.40) obtemos, ap6s dividir pelo fator comum ellke—ar)

—ioupPov = ikBoB (3.49)
Usando (3.48) e (3.44) a velocidade do plasma sera

BOBI B Bl
Pottova v/ HoPo '

A Lei de Ohm generalizada (2.179) fornece, em primeira ordem de perturbagao

7 = (3.50)

E1 =—V; X Bo. (351)
Supondo que o campo elétrico seja paralelo a velocidade do plasma, (3.50) fornece

ByB;

VHOPo

Fazendo o produto vetorial de (2.179) com By é possivel expressar a velocidade do
plasma em fung¢do do campo elétrico:

Ei1 = —Byv, = (3.52)

- E] X B()
Vi =
1 B(Z)

(3.53)

que pode ser reconhecida como a velocidade de deriva E x B de uma particula do
plasma sob a influéncia de campos magnético e elétrico mutuamente perpendiculares,
dada por (1.82). Como a velocidade de deriva ndo depende da carga, aquela serd a
mesma para elétrons e ions, donde podemos falar de uma deriva do plasma como um
todo com a velocidade (3.53).

Devido a geometria adotada para nosso sistema, a velocidade de deriva atua ao
longo do eixo x. Devido ao teorema de Alfvén (véalido no caso de resistividade nula)
as particulas do plasma estdo “congeladas” as linhas de campo magnético: a distor¢do
no campo magnético B; tem a mesma dire¢do da velocidade de deriva e ambas sdo
perpendiculares a direcdo de propagagdo. Esta onda de Alfvén é transversal, e também
chamada onda Alfvén de cizalhamento. Numa onda Alfvén de cizalhamento as linhas
de campo magnético, originalmente na direcdo z, ganham ondulagdes geradas pela
perturbacdo do campo na mesma dire¢do da velocidade de deriva [Fig. 3.3(b)].

Uma interessante analogia aparece quando comparamos as ondas de Alfvén com
ondas elésticas propagando-se numa corda esticada. Para elas temos que ® = kvr,
onde a velocidade de fase é vy = \/T/p, na qual T é a tensdo na corda e p é a massa
por unidade de comprimento. Comparando com (3.44), podemos identificar a pressao
magnética p,, = B3/2up com a tensdo por unidade de drea. Como a densidade do
plasma pg é a massa por unidade de volume, a onda de Alfvén de cizalhamento pode
ser imaginada como uma perturbacdo das préprias linhas de forga, como se estas pos-
sem esticadas.
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3.5 Ondas Magnetossdnicas

As ondas Alfvén de cizalhamento, que vimos na se¢do anterior, sdo ondas transversais,
pois a perturbacdo do campo magnético é perpendicular a direcdo de propagagdo da
onda (que, por sua vez, é paralela ao campo magnético de equilibrio). Ha outra cate-
goria de ondas MHD, chamadas ondas magnetossonicas, que sdo longitudinais pois
a direcdo de propagacdo é paralela a B (mas perpendicular a By). Para estas ondas é
necessdrio incluir o efeito da temperatura do plasma, de modo que precisamos acres-
centar a equagdo adiabdtica no conjunto reduzido de equa¢des da MHD ideal

P49 (o) =0, (354
2
p{a—v—k(V-V)V] =i(B-V)B—V<p+B—), (3.55)
ot Mo 2uo
B _viivxm), (3.56)
pp ¥ = const. (3.57)

Considerando, como na secdo anterior, a propagac¢do da onda como uma perturbacdo
da situacgdo de equilibrio, teremos

B =B +B, (B1 < By), (3.58)
v=0+vy, (v1 < 1), (3.59)
pP=po+tp1,  (P1<Po), (3.60)
p=potpi,  (p1<po), (3.61)

que, substituidas em (3.54)-(3.57), e desprezando termos de ordem superior, conduzem
as equagdes linearizadas

pr
7 — _pOV V1 (362)
@_i(g V)B; -V —iV(B B)) (3.63)
PO ) 0 SRS Mo . .
% =V x (v; x Bp). (3.64)
De (3.57) temos
Vp= %’Vp. (3.65)

Se a diregdo de propagacdo da onda é y, o vetor de propagacao serd k = ké,. Com um
campo magnético principal By = Byé., e supondo ondas planas da forma exp|i(ky — )],
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teremos as seguintes componentes das equagdes linearizadas

8p1 . 8v1y
Y —Po Iy (3.66)
Vi
po——- =0, (3.67)
ot
dviy  Ypodp1  Bo 9By,
r . _YPo9P1_ 50981z 3.68
"o Po dy o Iy (3.65)
vy, _
Po—5~ =0, (3.69)
ale .
=0, (3.70)
% —0, (3.71)
0B, _ 8v1y

onde supomos que vy, e vi; ndo sejam fungdes da posicao,

As equagdes (3.67) e (3.69) mostram que vy, e vi; ndo dependem do tempo, assim
como (3.70) e (3.71) indicam que Bj, e By, também nao. Derivando (3.68) em relagdo ao
tempo e substituindo (3.66) e (3.72) obtemos uma equacdo de onda para viy:

azwy_ 1 82v1y_

=0 3.73
ay* i Of ’ (373)
onde a velocidade de propagacdo é
2
> o By 2.2
V2= + =242, 3.74
T G749

sendo v4 a velocidade Alfvén (3.44) e

vs = | 120 (3.75)
Po

a velocidade do som no géas. O campo elétrico da onda é dado pela lei de Ohm gene-
ralizada como
E1 ==V X B() = —VlyB() éx. (3.76)

A onda magnetosonica é, de fato, uma onda actstica na qual as compressoes e
rarefacdes do gas ndo sdo produzidas pelos movimentos ao longo de E, mas sim pelas
derivas E x B através do campo elétrico. Se By = 0 entdo vys = vs e teremos uma onda
sonora, ao passo que, se po = 0, entdo vys = v4 € uma onda Alfvén. No entanto, esta
onda Alfvén é compressional, por ser longitudinal, ao passo que a onda Alfvén descrita
na secdo anterior é transversal, também chamada onda cizalhante (“shear”). No caso
geral, o beta do plasma, definido em (3.24), serd dado por

() =)
B=="(=2) == . (3.77)
Y \va VA

Desta forma, num plasma de baixo B, resulta que a velocidade de propagacdo da onda
magnetossonica é muito menor do que a velocidade Alfvén.
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3.6 Relacao de dispersao para ondas magnetohidrodinamicas

Vamos considerar, agora, o problema mais geral de quando o vetor de propagacao da
onda k faz um angulo 6 arbitrario com o campo magnético principal By, e levando em
conta a temperatura do plasma. Partimos das equa¢gdes MHD linearizadas, que aqui
reescrevemos:

op1

— =—po V- 3.78
o PoV v (3.78)
0 1
P05+ = —Vpi+-——(VxBi) x Bo, (3.79)
! Mo
% =V x (vi xBy), (3.80)
dp1 _ Ypo 9p1
_— = 3.81
ot po Ot ( )
Supondo solugdes do tipo ondas planas:
pi(r,r) = py ko), (3.82)
pi(r,t) = py e ®r=o), (3.83)
B (r,t) = B /K01, (3.84)
vi(r,1) =¥ /KT, (3.85)
podemos fazer as substitui¢oes
V = ik, — — —iO,
ot
e transformar as equagdes diferenciais (3.78)-(3.81) em equagdes algébricas, a saber:
op1 = pok- Vi (3.86)
1 .
opoV1 = Kkp _,u_()<k><B1) X By, (3.87)
(Dﬁl =-kx (\71 X Bo), (3.88)
® (ﬂ _ @> —0. (3.89)
po  Po
Isolamos p; em (3.86) e p; em (3.89), de sorte que
- k-v;
= 3.90
P1 Po o ( )
k-vq
pi = 3.91
Pr="p0— = (3.91)

Extraindo B; de (3.88) e substituindo tudo em (3.87), esta torna-se uma expressdo en-
volvendo apenas a velocidade como quantidade de primeira ordem:

[mQ_ (k.Bo)2] o Km‘i‘ B} )k— k.BoBO} (k-¥1)—

HoPo Po  HoPo HoPo
(k . Bo)(Vl 'BO)
HoPo

k. (3.92)
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Escolhendo, sem perda de generalidade, o campo magnético principal ao longo do eixo
z, e o vetor de propagagdo no plano xz, fazendo um angulo 6 com By, e usando (3.44) e
(3.75), obtemos [24]

k*B2cos?0 kB cos 6

(0)2 _ 0—) ¥, = [(v_% +v3)k— ﬂéz k(sin OV, 4 cos 071;)
HoPo HoPo

sz% cos OV,

0P (sin©é, + cos 0€;). (3.93)

Desdobrando a equagdo acima em componentes cartesianas temos o sistema linear
homogéneo:

o — k2v% — k*vZsin’ @ 0 —k*vZsin@cos ®
0 % — k*v} cos? 0 0 X
—k*v}isinBcos® o —k%visin’0 0
Vix 0
Viy | =1 0 |, (3.94)
71 0

que terd uma solugdo ndo-trivial se e somente se o determinante da matriz dos coefi-
cientes for nulo. Esta condicdo resulta numa equagao algébrica para m, que é a relacdo
de dispersdo geral para ondas MHD [24]

(@® — k33 cos? ) [@* — w?k> (V5 +v3) + k*vivicos? 8] = 0. (3.95)

As raizes da relagdo de dispersado identificam os diferentes modos possiveis. Uma
raiz imediata é
® = kvscosO (3.96)

que é a relacdo (3.48) para ondas de Alfvén de cizalhamento, com o médulo do vetor
de propagacdo igual a kcos 0, que é a componente de k na direcdo do campo magnético
principal. A solugdo associada a este modo é

0

de modo que k- ¥; = 0. De (3.90) e (3.91) temos que p; =0 e p; =0, ou seja, ndo havera
perturbacdes na densidade ou na pressdo do plasma devido a este modo. Além disso,
como ¥ - By =0, o movimento do fluido é perpendicular ao campo magnético principal,
provocando as ondugdes nas linhas de campo magnético caracteristicas das ondas de
Alfvén de cizalhamento. Concluimos ainda que a inclusdo dos efeitos da temperatura
do plasma néao altera as caracteristicas essenciais deste tipo de onda.
As raizes positivas da equagdo biquadratica que aparece em (5.121) podem ser es-
critas como
0 = kvR, 0 = kvL, (3.97)

onde

1 ]/2
VRIL = {5 {vf‘ + vg + \/(v/% + vk%)2 - 4\&\% cos? 9} } ) (3.98)
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Lid ' W

Figura 3.4: Perturbacdo no campo magnético associada a uma onda de Alfvén com-
pressional.

Como vg > vi chamamos vg de velocidade da onda magnetosonica rapida, e v, de
velocidade da onda lenta. Associamos a tais modos a solugédo

tal que k-¥; #0e ¥;-Bg # 0. Portanto para os modos rdpido e lento havera perturbacdes
na densidade e na pressdo, e o movimento serd tanto paralelo quanto perpendicular
ao campo magnético.

No caso particular de 6 = ©t/2 (onda propagando-se na diregdo perpendicular ao
campo magnético principal) resulta que

VR = \/vf‘ +v§ = Vus, vp =0, (3.99)

ou seja, a onda magnetosonica rapida é justamente aquela que mostramos na se¢do
anterior, ao passo que desparece a onda magnetosonica lenta.
Outro caso particular de interesse é o limite de temperatura nula (plasma “frio”),
paraoqualvy —0e
VR = VA, vy = 0, (3100)

Aqui, também, desaparecera a onda lenta, enquanto a onda rapida satisfaz a mesma
relacdo para uma onda de Alfvén de cizalhamento (3.48). Mas neste caso, como V1 -Bg #
0 nés temos uma onda de Alfvén diferente, que chamamos onda de Alfvén compres-
sional, na qual a distor¢do caracteristica do campo magnético é uma compressdo das
linhas de campo sem dobré-las, como na onda de cizalhamento [Fig. 8.1]. De fato, a
onda magnetossonica rdpida pode ser encarada como uma onda de Alfvén compressi-
onal modificada por uma pressao ndo-nula.

Para plasmas com baixo B temos que v4 > vs, de modo que a relagdo de dispersao
para a onda magnetossonica lenta reduz-se a forma

O ~ kvgcos® = vk, (3.101)
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Figura 3.5: Grandezas em ambos os lados de uma superficie de descontinuidade.

a qual é a relagdo valida para uma onda actstica propagando-se ao longo das linhas
de campo magnético. Assim, para baixo B a onda lenta é uma onda sonora modificada
pela presenga do campo magnético.

3.7 Descontinuidades em MHD

As ondas MHD descritas nas se¢des precedentes caracterizam-se essencialmente pela
presenca de pequenas perturba¢des nos campos de pressdo, densidade, velocidade e
inducdo magnética, o que nos permitiu linearizar as equa¢gdes MHD para a obtencdo
de equagdes de onda e as respectivas relagdes de dispersdo. No entanto, existem on-
das MHD que ndo podem ser associadas a pequenas perturbagdes das quantidades
fisicas. O exemplo mais eloquente é o das ondas de choque, que propagam-se a ve-
locidades maiores do que a velocidade do som no plasma. Numa onda de Alfvén ou
magnetossOnica que se propague com velocidade menor do que a velocidade do som,
as ondas se propagam a frente da perturbac¢do que as causou, dando um “aviso ante-
cipado” da sua chegada ao observador. Assim a resposta do fluido pode ser suave e
adiabatica, como temos suposto até agora.

No entanto, numa onda supersonica a perturbagdo propaga-se a frente das ondas,
que assim ndo podem dar o aviso antecipado de sua chegada, de forma que a res-
posta do fluido é abrupta e ndo-adiabatica. A onda de choque resultante pode ser
caracterizada como uma superficie de descontinuidade, pois as quantidades como
pressdo, densidade, temperatura e inducdo magnética apresentam fortes descontinui-
dades através da superficie. As equagdes MHD, neste caso, ndo podem mais ser li-
nearizadas. Nossa estratégia serd outra: consideraremos as equagdes da MHD ideal
na forma de leis de conservacdo e integraremos tais equagdes através da superficie de
descontinuidade, permitindo calcular o salto das quantidades fisicas dos dois lados da
superficie de descontinuidade.

Vamos considerar, por simplicidade, que o movimento do fluido seja unidimensi-
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onal, ao longo da diregdo x, e que as quantidades fisicas em ambos os lados tenham
valores constantes e uniformes. Nesse caso a superficie de descontinuidade, aqui de-
notada por §, serd um plano paralelo ao plano yz caracterizado pela posicdo x(f). As
regides a esquerda e a direita de § serdo denotadas pelos indices — e +, respectiva-
mente [Fig. 3.5]. O salto da quantidade genérica x através de S serd

[l =%+ —x- (3.102)

Partimos da lei de conservacdo na forma geral (2.183) vista no Capitulo anterior e
que, no caso unidimensional, reduz-se a

oy N 0F (1)

ot ox

Sejam x_ e x; duas posigdes fixas nas regides em ambos os lados de §, tal que x_ <
x5(t) < x4. Integrando a relagdo acima neste intervalo temos

x+ax _ X+
/x Ea’x——/x dF

4 {/x"f“)xdﬁ/;) xa’x} — — T (0(xs)) + F(x(x)),

_0. (3.103)

dt _
Definindo
X+ = lim y(x;+€), (3.104)
e—0t
temos, usando a férmula de Leibnitz [23] e fazendo € tender a zero,
us [x] = [F 0] (3.105)

que chamamos “condigdo de salto”.

Supondo que a superficie S se desloque com velocidade constante u; = dx/dt, é
conveniente passarmos para um referencial que se move juntamente com S, de forma
que a condicdo de salto reduz-se a

[F ()] =0. (3.106)

3.8 Relacdes de Rankine-Hugoniot na MHD

As relagdes de Rankine-Hugoniot MHD conectam as varidveis dos dois lados de uma
superficie de descontinuidade, e decorrem da aplicagdo da condigdo de salto (3.106)
as leis de conservacdo para a MHD ideal vistas no capitulo anterior. Assim, vamos
considerar cada caso em separado [16].

3.8.1 Conserva¢dao de massa

Em uma dimensao, a lei de conservacgao de massa (2.184) é

dp | d(pvy)
% o 0, (3.107)
tal que x — p e ¥ — pvy, de modo que a condigdo de salto (3.106) fica
[pvi] = pver —p-—vi— = j+ —j- =0, (3.108)

onde j = pv, é a densidade de fluxo de massa.
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3.8.2 Lei de Gauss magnética

A lei de Gauss magnética, em uma dimensao, é
0B,
0x

de forma que y — 0 e ¥ = B,, com a condi¢do de salto
[[Bx]] =By —By— =0.

=0.

(3.109)

(3.110)

Daqui para a frente vamos supor, sem perda de generalidade, que v = (vy,vy,0) e B =

(Bx,By,0) em ambos os lados da superficie de descontinuidade S.

3.8.3 Conserva¢ao do momentum linear

A expressao de conservacdo do momentum (2.193) é, em uma dimensao,
d(pv;) = dlIly;
o | ox

=0, (i=123),

com Y, — pv; e, de (2.194):
B? 1
F —Ii=(p+5— |du+pvvi— —B:Bi,
2o Mo
cuja condigdo de salto é
[I1;;] = 0.

Comecando por i = 1, temos
1
I = p+pv§+y—o (-B:+B;).

de modo que (3.112) nos fornece a condicdo de salto
2

B
p—i—pvi—#—y =0
Ho

onde usamos (3.110). Analogamente, para i = 2 teremos

[~
pVxVy - = 07
Ho

ao passo que i = 3 resulta numa identidade trivial.

3.8.4 Conservacao da energia

A equagdo de conservagdo de energia (2.222), em uma dimensdo, é

9 (pv? p B? 0 0% va? 1
Sl A I SN DI S G —~B B) \ —o0.
at( > +Y—1+2,u0)+ax{7—1pv tP— +'u0[ X (v x )]x} 0

de modo que

2 2 2
v p B v B
X—>p7+ﬁ+%’ Tﬁyzlmw 3 +y—g<vay—vyBx),

e a condicdo de salto é

2
Y vev© By
X - xB - Bx =
Hy_lpv +p > ~|—‘u0(v Y — Vy )H 0

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)
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3.8.5 Conservacao do fluxo magnético

Escrevemos, em uma dimensdo, a equacdo (3.109) que representa a conservacao do
fluxo magnético:
0B,
ot

+[V-(vB—-Bv)], =0. (3.118)

onde
(V- (VB—Bv)], = [V x (vxB)], =

L (vxBy — vyBy)

= &rs-(veBy = )By) — &y

dy
de modo que reescrevemos a equagdo (3.118) na forma da equagdo geral de conservagao:
0B, 0
a_t" — a—y(vay —vyBy) =0, (3.119)

tal que ¥ — By e F — vyB, —v,B,. Assim, a condi¢do de salto correspondente é

[vyBx —viBy] = 0. (3.120)

3.9 Ondas de choque magnetohidrodinamicas

Ha varios tipos de superficies de descontinuidade em magnetohidrodindmica, com
interesse em vdrias dreas como astrofisica de plasmas. Um estudo detalhado destas
descontinuidades pode ser encontrado em [16]. Outros livros, como [11], exploram
de forma mais aprofundada as aplicagdes de descontinuidades MHD em plasmas es-
paciais. Neste trabalho vamos nos limitar ao estudo de um importante tipo de des-
continuidade, que sdo as ondas de choque. Ondas de choque sdo tipos particulares
de superficies de descontinuidade, através das quais hd um fluxo de massa (j # 0) e a
densidade é descontinua. J4 a componente normal do campo magnético pode ou ndo
ser nula.

As condigdes de salto da secdo anterior que sdo aplicaveis ao caso de ondas de
choque sao, portanto:

[pvi] =0, (3.121)
[B:] =0, (3.122)

B2 ]
pv2+p+ 21| =0, (3.123)

2u0 ||
Hpvxvy — inBZ] =0, (3.124)

Ho i

Y 1 5 1 ]
Y_—lpvx + Epv Ve + ,u_oBy(vay —wBy)|| =0, (3.125)
[vyBx — vxBy] = 0. (3.126)

Classicamente estudamos as ondas de choque MHD distinguindo trés casos: cho-
ques paralelos, perpendiculares e obliquos, quando o dngulo que B_ faz com a normal
a superficie do choque é igual a zero, T/2 ou entre estes valores, respectivamente.
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Figura 3.6: Grandezas em ambos os lados de um choque paralelo.

3.9.1 Choques paralelos

Sao tais que as velocidades e os campos magnéticos a esquerda e a direita da frente de
choque, v e B, sdo ambas perpendiculares a superficie de descontinuidade, de modo
que podemos escolher [Fig. 3.6] [24]

ViZ(vi,O,O), BiZ(Bi,O,O).
Aplicando as condig¢des de salto (3.121), (3.122), (5.69) e (5.85) obtemos, na sequéncia

Prvy =p_v_, (3.127)

B, =B._, (3.128)

pvi+py=pvitp, (3.129)

B P Qi BN P (3.130)
v—1 2 v—1 2

ao passo que (3.126) é satisfeita identicamente. Observe que o campo magnético é o
mesmo antes e depois da frente do choque, e que as demais equagdes ndo contém o
campo magnético. Isso significa que choques paralelos sdo essencialmente os mesmos
que se estudam na hidrodindmica (sem campo magnético).

As velocidades do som antes e depois do choque sdo dadas por

2, = P (3.131)
P+
de forma que os niimeros de Mach correspondentes serdo
M= (3.132)
VSE

Além disso é conveniente definir as duas razdes

P (3.133)
p- p-
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de modo que (A.42) resulta em
vy =rtv_, (3.134)

ao passo que (A.44) nos leva a
R=1—yr""=1)M?, (3.135)
e (3.130) nos faz recair numa equacgado do segundo grau,
—(y+ DM 421y M) — (y = 1) M -2 =0. (3.136)

H4 duas raizes desta equacdo: uma delas, r = 1, ndo tem muito interesse pois nao
descreve uma descontinuidade da densidade (p+ = p—), de modo que nos interessara
apenas a outra raiz, que é

. M2 (y+1)
24+ (y-1)M*

a qual, inserida em (3.135), fornece a razao entre as pressdes a frente e atrds do choque:

(3.137)

2y 2
R=1———(1—-—M>). 3.138
Y+1( “) ( )

Isolando M_ em (3.137) e substuindo em (3.135) obtemos uma relagdo muito ttil entre
R e r, a saber

g=0rDr=r=1) (3.139)

(y+1) = (y=1)r
Se M_ =1, ouseja, se v =vs_, a eq. (3.137) indica que r = 1, ou seja, ndo ha uma
onda de choque. Como as pressdes sempre sdo positivas, impomos que R > 0. Se M_
1, para que esta condicdo seja satisfeita a relagdo (3.139) impde que r > (y—1)/(y+1).
Ja no limite onde M_ — o temos que r — (Y+1)/(y— 1), enquanto R vai ao infinito.
Assim chegamos as duas rela¢des cldssicas para ondas de choque

vl ks, (3.140)

Y+1 7 T y-—-1
sendo que o valor minimo de M? é (y— 1)/2y, ndo havendo obviamente valor méximo
finito.

Na Fig. 3.7(a) mostramos o grafico de r em fun¢do de M_ para um plasma com
Y= 5/3, no qual o valor minimo de r é 1/4 (para um ntmero de Mach 1/+/5 e o valor
de r tende para 4 quando M_ — . As variagdes de R com M_ e r sdo mostradas nas
Figuras 3.7(b) e (c), respectivamente. E interessante observar que, na medida em que
r tende a um valor finito mas R ndo, para uma onda de choque muito forte (M_ — oo)
temos que p; nunca pode ser superior a 4p_. No entanto, como R — o« nesse limite,
a pressdo cresce indefinidamente. Isto s6 é possivel se houver um grande salto na
temperatura do plasma através do choque.

Usando a equacgdo de estado dos gases perfeitos (p = pkpT’) obtemos a razdo entre
as temperaturas em ambos os lados do choque:

=== pYETT: . (3.141)

Ty R 2y(y— DM+ (=¥ +6y— DM -2(y—1)
T_
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Figura 3.7: (a) Razdo entre as densidades versus naimero de Mach antes da frente de
choque para y=5/3; (b) Razdo entre as pressdes versus nimero de Mach; (c) Razdo
entre as pressoes versus razdo entre as densidades.
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Para um choque forte (4_ >> 1) o termo dominante da expressdo acima é

Ty 2y(y— 1) M?
T (y+1)?

de modo que um choque paralelo muito forte é associado a um intenso aquecimento
do plasma.

Como r = p4/p—, um choque com r > 1 é compressivo, pois a pressdo a frente do
choque é maior do que atras, ao passo que um choque com r < 1 representa uma onda
de rarefagdo. Pela andlise que fizemos até agora, com o auxilio das leis de conservagdo,
descrevemos situagoes onde r < 1 e r > 1, No entanto, ainda é necessario considerar a
segunda lei da Termodinamica, pela qual a entropia de um sistema fechado pode cres-
cer espontaneamente, mas nunca diminuir espontaneamente. Cumpre destacar que as
ondas de choque nédo representam processos adiabéticos, de modo que a variacdo da
entropia ndo é nula. Assim, pela segunda lei da Termodindmica, a propagac¢do de uma
onda de choque deve provocar um crescimento na entropia do plasma, ou seja, deve
haver um salto positivo da entropia através da frente de choque:

> 1, (3.142)

[s]=s+—5->0 (3.143)

Usando (2.133) para a entropia de um gés perfeito, e considerando Sy = 0, a entropia
especifica (por unidade de massa) sera

s=c,RIn(pp77), (3.144)

pois V = 1/p é o volume especifico, ¢, € a capacidade térmica a volume constante e X
é a constante universal dos gases. Substituindo (3.144) em (3.143) obtemos

[s] = cvR(InR—ylnr), (3.145)
que, derivada em relagdo a r, fornece a relacdo [24]

d
r_
dr

[s] =R (%j—lj —v) : (3.146)

Se r=1, entdo R =1 e [s] =0, o que ja seria esperado pois, ndo havendo choque
ndo haver4 salto na entropia. Para valores de r dentro do intervalo (y—1)/(y+1) <r <
(y+1)/(y—1) o salto da entropia é dado, usando (3.139), pela integral

(3.147)

B dr(r—l)2
[s] = cvRoy(Y* — 1)/1r[(y+ Dr—(=D][(y+ 1) = (=]

Calculando numericamente o valor da integral acima obtemos o grafico mostrado na
Fig. 3.8(a), no qual observamos que [s] > 0 se r > 1, ou seja, se o choque for com-
pressivo. Dito de outra forma, a segunda lei da Termodindmica veda a existéncia de
choques de rarefagdo.

Outra conclusdo importante que podemos tirar a partir dos resultados obtidos aqui
diz respeito ao nimero de Mach a frente do choque. A razado entre os nimeros de Mach
é dada por

M2

B R (3.148)
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Figura 3.8: (a) Salto da entropia devido a uma onda de choque em func¢do da razédo
entre as densidades, para Y= 5/3; (b) Relacdo entre os ntiimeros de Mach atrds e a
frente da superficie de descontinuidade.

de modo que, usando (3.137) e (3.138) obtemos

2 — 24 (y—1)M?

= = 3.149
Tl —y 42y M2 ( )

cujo gréfico é mostrado na Fig. 3.8(b), onde vemos que, se M_ > 1 entdo M, < I.
Isto significa que h4, através da frente de choque, uma transigdo abrupta de um fluxo
supersoOnico para um fluxo subsonico, que é irreversivel em vista do aumento da en-
tropia.

3.9.2 Choques perpendiculares

Neste caso as velocidades a frente e atrds da frente de choque, v , continuam perpen-
diculares a superficie de descontinuidade, mas os campos magnéticos sdo perpendicu-
lares as velocidades, de modo que escolhemos

V:l::(v:boao)? B:I::(O7B:|:7O)'

As condigoes de salto (3.121), (5.69), (5.85) e (3.126) resultam em

P+V+ =P-V—, (3.150)

B? B
Pvi+pits—=pvi+pis—, (3.151)

2uo 2uo

Y L3, 1 Y 13, 1

——p v+ —piv.+—viB.=——p v_+-—p_v  +—v_B*, 3.152
1PV FP+Vs PR T 7P 10 ( )
V+B+ = V_B_7 (3153)

sendo que (3.122) e (5.72) sdo satisfeitas identicamente.
Estas equagdes podem ser reescritas com base nas quantidades adimensionais in-
troduzidas na subsegdo precedente: r, R, M, e ainda o beta do plasma, definido no
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Figura 3.9: Grandezas em ambos os lados de um choque perpendicular.

inicio deste capitulo como a razdo entre a pressdo cinética e a pressdo magnética:

P+
= . 3.154
Bt B2 /29 ( )

Teremos, pois, que (5.106)-(3.153) produzem o conjunto de rela¢des

vy =rty_ (3.155)

B.=rB_, (3.156)

YM2(r ' = 1)+ (R—1)+BZ' (P —1) =0, (3.157)
(- D+ R=1) #2671 (1) o (3.158)

De (3.157) obtemos uma expressdo para a razdo entre as pressoes a frente e atras do
choque

R=1+yM>(1—r H+p=l(1-1), (3.159)
a qual, substituida em (5.107), nos conduz a uma equagdo do terceiro grau para r:
ar’ +br* +cr+d =0, (3.160)
onde os coeficientes sdo
1 (Y2
= r = 161
=6 (153), G.161)
b= —Lyar?— L _op”! (3.162)
2 v—1 7
c:%(lerMerB ), (3.163)
+1)
d— a2 Y0 tD (3.164)
2(1-v)
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A equacdo (3.160) tem trés raizes, sendo que uma delas é r = 1, como no caso ante-
rior, e que ndo corresponde de fato a uma onda de choque. Isto nos permite fatorar o
lado esquerdo de (3.160) como

(r—1)F(r)=0 (3.165)
onde F(r) = 4r* + Br+ C, com
4=2(2-7), (3.166)
B=2yB_+1)+vB_(y— 1)M?, (3.167)
C=—-B_y(y+1)M>. (3.168)

Os valores possiveis de r correspondem as duas raizes de F(r), que denotamos por ry
e ry. Das relacdes de Girard [23]
C _ y(y+1)p-M2

Talp = — =

F T (3.169)

Se Y > 2 (o que certamente é o caso para Y= 5/3) entdo rir, < 0: uma das raizes serd
negativa, e a outra positiva. A raiz negativa ndo tem significado fisico, entdo s6 existird
uma raiz positiva correspondente a uma onda de choque. Além disso, como F(0) =
C<0eF((y+1)/(y—1)) >0, pelo teorema do valor médio, esta raiz devera estar
necessariamente no intervalo 0 < r < (y+1)/(y—1).

Usando uma andlise similar a que fizemos anteriormente para os choques paralelos,
pode-se mostrar que a segunda lei da Termodindmica também exige que r > 1 para um
salto positivo na entropia. Neste caso F(1) < 0. Como F(1) = 4+ B+ C, temos que

2
M? > 14+ —. (3.170)
8-
Considerando a velocidade de Alfvén antes do choque
BZ
vio=— 3.171
AT pop- ( :

e usando também (3.99) temos que a velocidade da onda magnetosonica correspon-
dente é VIZWS_ = v%_ + vﬁ_. Substituindo (3.132) e (3.154) concluimos que v_— > vys— ou
seja, a velocidade do plasma atrds do choque deve ser maior do que a velocidade da
onda magnetosonica rdpida propagando-se perpendicularmente ao campo magnético.
Analogamente pode-se mostrar que v, < vsy4 para a regido a frente do choque.

3.9.3 Choques obliquos

Neste caso as velocidades e os campos em ambos os lados da frente de choque tém
componentes normais e tangenciais a superficie de descontinuidade, entdo seleciona-
mos

Vi = (in,vyi,()), Bi:(Bxi,Byi,O).
Para choque obliquos é mais conveniente usar, ao invés do referencial da frente de
choque, o chamado referencial de Hoffmann-Teller [24], que move-se com a velocidade
local da deriva E x B do plasma dada, na parte de tras do choque, por (1.82):

_E_ xB. B _x(v_xB.)

=g = 5 (3.172)

VE
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Figura 3.10: Grandezas em ambos os lados de um choque obliquo.

onde também usamos a lei de Ohm generalizada (4.4).
O referencial de Hoffmann-Teller é tal que |vg_| =0, ou seja

v_xB_|=v,B,_ —v,_B,_=0. (3.173)
Substituindo esta relagdo na condicdo de salto (3.126) obtemos
Vx+By+ - Vy+Bx+ = 0, (3174)

donde |v; x B | =0. Logo, no referencial de Hoffmann-Teller a velocidade do plasma
é paralela ao campo magnético, tanto a frente como atras do choque. Assim

Vx— =V_CcosO_ =u, Vy_ =v_sin6_, (3.175)
B,- =B_cos0_, By_ =B_sin6_. (3.176)

As condigdes de salto (3.121), (3.122), (5.69), (5.72), (5.85) e (3.126) dao

Pivis = Pve, (3.177)
Byi =By, (3.178)
B2 B2
PPt g =P pg (3.179)
Ho Ho
1 1
P4VxtVyt — —Byxy By = p_vy_vy- — — By By, (3.180)
Ho Ho
1 1
%PWH + 5 P+V2+Vx+ = %p_vx_ + 3 pVviv, . (3.181)

Além das razdes entre as densidades (r) e as pressdes (R) é conveniente introduzir
as seguintes razdes

B
g="22% o= (3.182)
Vy— By
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1

de modo que (3.177)-(3.181) levam-nos a v,y =r~ 'v,_ e ao conjunto de equagdes algébricas

1

2
(! —1)u2_+(R—1>VST—+§(Q2—1)v§_ —0, (3.183)
(g—Du* —(Q—1)vi_cos’0_ =0, (3.184)
e 2 2 ) u> Vs ~1
5 [(r' —=1)cos”0_+(¢° — 1)sin"6_] o0 Y1 (1—Rr ') =0, (3.185)
cuja solugdo é
B u? —cos? G_VZ‘_ (3.186)
1= u? —rcos20_14 '
Q=rq, (3.187)
R=1+ T (2r— 1) - i [(r+Du? —2m 00252 6] . (3.188)
Vs-T 2(u* —rvi_cos26_)
Substituindo (3.186) e (3.187) em (3.188) obtemos a relagdo
(u* — rcos? G_V%_)z {l(y+1) = (y—1)r] u — 2rv§_} - (3.189)

_ rsinZG_uz_Vj_ {[fy+ (2—v)r] u — [(Yy+1)—(y—1)r] rcosze_vi_} =0,

que é chamada adiabética de choque de Hugoniot [24].



Capitulo 4
Equilibrio MHD

4.1 Magnetohidrostatica

Na MHD um estado de equilibrio é caracterizado por ndo haver dependéncia explicita
com o tempo nas quantidades fisicas, ou seja, d/dt = 0 no conjunto reduzido de equagdes
da MHD (8.1)-(8.6), que fica neste caso:

V- (pv) =0, (4.1)
p(v-V)v=—-Vp+JxB—pAD, (4.2)
(v-9) (pp 1) =0, 43)
E4+vxB=mn], (4.4)
VXE=0 (4.5)
VxB=ul. (4.6)

Este tipo de equilibrio é compativel com fluxos onde a velocidade é constante, como
por exemplo rotacdo de plasma, o que serd visto num capitulo posterior. Vamos inicial-
mente considerar o caso mais simples, e ndo menos importante, onde a velocidade do
plasma é nula, o que caracteriza o chamado equilibrio MHD estatico, cujas equagdes
sdo:

Vp=JxB—pVd, (4.7)
V xB=upl, (4.8)
E=nJ, (4.9)
VxE=0. (4.10)

Na auséncia de resistividade (MHD ideal) temos n =0 e, portanto, E = 0. Adiciona-
mos, aqui, a lei de Gauss magnética por completeza do conjunto de equagdes que des-
crevem a magnetohidrostdtica. A equagdo (8.12) tem uma interpretagdo bastante sim-
ples: a pressdo cinética do plasma, que tende a fazé-lo se expandir, é contrabalancada
pela acdo conjunta das forcas magnética e gravitacional. Portanto, o conjunto de equagdes
que descrevem um equilibrio MHD estético é:

Vp=JxB—pVd, (4.11)
V x B = o), (4.12)
V.-B=0. (4.13)

91



92 CAPITULO 4. EQUILIBRIO MHD

4.2 Plasma num campo gravitacional

O equilibrio MHD de plasmas sob a a¢do de campos gravitacionais tem um interesse
imediato em situagOes astrofisicas. Este é o caso de um plasma sujeito a um campo
gravitacional externo, ou seja, que ndo é gerado pelo plasma em si.

4.2.1 Campo uniforme

Por simplicidade, consideraremos que o campo gravitacional é uniforme e que ndo ha

corrente elétrica associada ao plasma (J = 0. Esta situagdo aplica-se as imediag¢oes da

superficie de uma estrela, supondo ainda um campo magnético uniforme na mesma

direcdo do campo gravitacional: V& = —g = ge,, com B = Bje,. A equagdo de equilibrio

de forcas (4.11) nos conduz a

dp

L= —ps (414)
z

onde supomos que tanto a pressdo como a densidade do plasma sejam fungdes apenas

da coordenada z. Usando a equacdo de estado dos gases ideais (2.125) obtemos

dp  p(z)
= (4.15)

onde definimos o comprimento caracteristico

kgT
H(z) = k2T (4.16)
m;g
A equagdo (4.15) pode ser imediatamente integrada fornecendo
z dz
= p(0 - / =), 417
p(z) = p( )eXp( A H(z)) (4.17)

onde z = 0 é um dado nivel de referéncia. Para uma atmosfera isotérmica 7 ndo de-
pende de z, de modo que resulta a férmula barométrica

p(z) = p(0)e 4/, (4.18)

a qual, devido a equacdo de estado, resulta numa dependéncia similar para a densi-
dade do plasma

p(z) =p(0)e /., (4.19)

Como um exemplo, a Corona Solar tem uma temperatura da ordem de 10°K. Consi-
derando que a aceleragdo gravitacional na superficie do Sol é da ordem de 274m/s?,
e supondo um plasma de Hidrogénio, o comprimento caracteristico é da ordem de
30.000 km, um valor é compativel com a dimens&o tipica dos arcos coronais.

4.2.2 Campo esfericamente simétrico

Podemos estender o calculo anterior para uma situa¢do mais realistica, onde o campo
gravitacional de uma estrela é esfericamente simétrico. Sendo M a massa do Sol, R seu
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raio médio, e G a constante gravitacional, o campo para pontos onde r > R é dado pela

expressdo conhecida
2
GM R
r)=—=gol| — 4.20
8(r)=—3 go(r) , (4.20)
onde go = GM /R? é a aceleragio gravitacional na superficie.
Por completeza, também consideramos o campo magnético esfericamente simétrico

2
B =B, (§> e, (4.21)

No entanto, na auséncia de corrente, a forca de Lorentz continua sendo nula, e pode-
mos empregar a relagdo (4.14) no equilibrio magnetostatico

L — p(glr) 4.22)

Usando, novamente, (2.125), a equagdo acima leva a

dap p (R 2
—=——| = 4.23
dr A ( r) ’ (4.23)
onde o comprimento caracteristico é
kgT
A= (4.24)
migo

considerando a atmosfera isotérmica, como anteriormente. Integrando (4.23) de R até
r, obtemos

p(r) = poexp E <§ - 1)} , (4.25)

onde pg é a densidade na superficie (r = R).

Observe que a solugdo (4.25) fornece uma densidade infinita se r — o, 0 que é natu-
ralmente impossivel. Portanto s6 podemos aplicar este perfil para distancias abaixo de
alguns raios Solares. Neste intervalo, o resultado tedrico estd de acordo com resultados
experimentais. Para distancias maiores da superficie, este modelo magnetostatico ndo
se aplica, pois hé fluxos de plasma como o vento Solar.

4.3 Teorema do virial

Um resultado geral importante no estudo do confinamento magnético de plasmas
descritos pelas equagdes do equilibrio MHD ideal é o teorema do virial: qualquer
equilibrio MHD ideal para o confinamento deve ser amparado por correntes elétricas
externas ao plasma. N&o é possivel criar uma configuracdo de equilibrio MHD ideal
confinada apenas por correntes fluindo no interior do plasma [19]. Para demonstrar
este resultado, partimos da equagdo de conservacdo de momentum linear (2.193), es-
crita na forma de uma lei de conservagdo. No caso de equilibrio estatico v = 0 temos

V-II=0, (4.26)
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onde o tensor densidade de fluxo de momentum linear é

I = +32 5 — BB, (4.27)
ij= |\ P 2,UO ij 10 iDj. .

Definindo pressdes nas dire¢des perpendicular e paralela ao campo magnético

BZ
pL=p+ P (4.28)
HO
BZ
P|=P—5 (4.29)
Lo
podemos reescrever (4.27) como
I;;=p1 (Sij - bibj) + p|bibj, (4.30)

onde b = B/B é um vetor unitario na direcio do campo magnético (3.25). Num sistema
de coordenadas retangulares, com B = B¢, este tensor é

p. 0 O
(Tl',ij) = 0 )2 0]. (431)
0 0 pH

Usando uma identidade do calculo tensorial
V-(r-II) =r-(V-1II) + TrII, (4.32)

com (4.26) resulta que o trago do tensor densidade de fluxo de momentum linear é

BZ
TrII=3p+_—=V-(r-II). (4.33)
2o

Integrando a relagdo acima num volume V, limitado pela superficie fechada S, te-

mos
/d3rV r1I) fda r-1I) n—/d3 (3p+—) (4.34)

onde fi ¢ um vetor unitario perpendicular a §. Considerando que
B? .
(r-II)-n = (p+—> (A-r)— —(r-b)(n-b), (4.35)

a relacdo (4.34) torna-se

yid {(p+2B—;) (ﬁ-r)—i—z(r-ﬁ)(ﬁ-ﬁ)}:/‘/d3r (3p+%). (4.36)

Por redugdo ao absurdo, vamos supor que o teorema do virial é falso: poderia
haver confinamento unicamente com a presenca de correntes internas, sem correntes
externas. Nesse caso, se a superficie S estd fora da regido contendo o plasma, temos
p(S) =0. Assim (4.36) fica

%a’azyo{ r)— (r-b)(a-b } /d3 (3p—|——) (4.37)
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Nao havendo correntes externas podemos jogar a superficie S para o infinito. Esco-
lhendo B = B¢, e r = rfi (para r muito grande) o termo entre chaves em (4.37) é

r(l —00529) ,

onde 6 é o angulo entre r e B. Logo o termo entre chaves é igual a r multiplicado por
um numero da ordem da unidade, e

jI{dar—N/dS (3p+—>, (r>1). (4.38)

Se as correntes elétricas responsaveis pelo confinamento estdo no interior do plasma,
entdo

1
B(S) ~ — 1
()~ (1)

de modo que o lado esquerdo de (4.38) fica
7{ dar— ~—=—0

se r — oo, anulando assim o primeiro membro de (4.38). Como o segundo membro é
ndo-nulo, chegamos uma contradicdo. Logo a hipétese inicial é falsa, e (4.38) s6 resulta
satisfeita se houver correntes externas ao plasma. Nesse caso a integral de superficie
em (4.36) deve ser efetuada quando S é a superficie dos condutores externos.

4.4 Superficies magnéticas

A mais antiga forma de representagdo espacial de um campo magnético sdo as suas
linhas de forga, que possuem duas propriedades bdsicas que as definem:

1. em cada ponto da linha de forca a direcdo do vetor B é tangencial, sendo seu
sentido indicado por flechas desenhadas nas préprias linhas de forga,

2. a densidade de linhas de forga numa pequena regido do espago é proporcional
ao médulo do campo magnético naquela regido.

Representando por df o elemento de comprimento orientado ao longo de uma linha
de forca, a primeira propriedade acima implica em que

B xdl=0. (4.39)

Representando o campo magnético em coordenadas cartesianas B = (B, By, B;) re-
sulta que as equagdes diferenciais das linhas de forca podem ser escritas na forma

B, B, B, '

Fazendo o produto escalar da equagdo de equilibrio de forcas (4.11) com B obtemos

B-Vp=0, (4.41)
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(b)

Y

Figura 4.1: (a) Superficies magnéticas e linhas de campo e de corrente; (b) coluna de
plasma cilindrica.

de modo que as linhas de for¢ca do campo magnético devem jazer sobre superficies de
pressdo constante, ou isobdricas [Fig. 4.1(a)]. Tais superficies sdo também chamadas
superficies de fluxo ou superficies magnéticas.

As linhas de corrente sdo definidas de forma analoga as linhas de forca: a direcdo
do vetor J é tangente a respectiva linha de corrente, com a indicagdo simbdlica do seu
sentido. Tomando, agora, o produto interno da equacdo de equilibrio (4.11) com J
segue que as linhas de corrente também jazem sobre as superficies magnéticas, ja que

J-Vp=0. (4.42)

O eixo magnético é uma curva correspondente a uma superficie magnética degenerada
(associada a um volume nulo). Para superficies magnéticas abertas (fechadas), o eixo
magnético também serd uma curva aberta (fechada).

Podemos decompor a densidade de corrente em uma componente paralela ao campo
magnético J = B(B-J) e uma componente perpendicular ao campo J; =J —J |- Pré-
multiplicando vetorialmente (4.11) por B temos que

BxVp=8BJ—(J B)B, (4.43)
de modo que
BxV
J. = Tp) (4.44)

e que também é denominada “corrente diamagnética”. Ela aparece devido a existéncia
do gradiente de pressdo no interior da coluna de plasma, e ilustra a modificagdo pro-
vocada pelo plasma no campo magnético usado para confind-lo. A determinagdo
de superficies magnéticas, de modo geral, exige que a configuracdo tenha determi-
nada simetria espacial. Na préxima se¢do vamos considerar exemplos elementares
de equilibrio MHD que possuem simetria cilindrica, o que ja é suficiente para descre-
ver diversas configuragdes de interesse. Outras simetrias serdo tratadas nos préximos
capitulos.
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4.5 Equilibrios MHD com simetria cilindrica

Uma coluna cilindrica de plasma pode ser descrita usando um sistema de coordenadas
cilindricas I: (,0,z), onde (r,0) sdo coordenadas polares num plano z = const., sendo z
o eixo de simetria [Fig. 4.1(b)]. As propriedades deste e de outros sistemas de coorde-
nadas de interesse neste livro sdo apresentadas no Apéndice A.

Vamos supor a existéncia de um equilibrio MHD com simetria cilindrica, no sen-
tido que as quantidades fisicas ndo podem depender nem do angulo 6 (simetria axial)
nem do comprimento z (simetria translacional). Portanto, as componentes dos campos
magnéticos, da pressdo e da densidade de corrente elétrica s6 podem ser func¢des da
distancia radial r. Este é, portanto, um exemplo de equilibrio MHD unidimensional,
onde hd apenas uma varidvel dependente. As equagdes do equilibrio MHD assumem
formas particularmente simples neste caso.

Usando a expressdo do divergente em coordenadas cilindricas-I [vide Eq. (A.29)]
expressamos a lei de Gauss magnética (4.13) como

1 a(B>+1aBe+aBz

—=(r — ==

ror' 7 r 08 0z
donde a componente radial do campo magnético é dada por B, = C/r, onde C é uma
constante de integracdo. No entanto, desejamos ge B, seja regular na origem, o que s6
é compativel com a escolha C = 0, logo B, = 0 no caso de simetria cilindrica, de modo
que

0, (4.45)

B = (0, Bo(r), B.(r)). (4.46)
Analogamente, tomando a componente radial da lei de Ampeére (4.12) obtemos,
usando (A.54),
1 (10B, OBy
= (=220 o, 4.47
/ Ho (r 00 * 0z ) 0 (147)

Além disso, no caso de simetria cilindrica o gradiente de pressdo deve ter uni-
camente a componente radial: Vp = (dp/dr)é,. A componente radial da equagdo de
equilibrio (4.11) é

d
L _ JoB,—J.By, (4.48)
dr
ao passo que as componentes 0 e z da lei de Ampere (4.12) sdo, respectivamente,
dB
r
1d
——(rBy) = . 4.50
r dr (r 9) ;UOJZ ( )

Eliminando Jg e J; de (4.48)-(4.50) chegamos a seguinte relacdo envolvendo apenas
a pressao cinética e as componentes do campo magnético:
d (B§+B? Bi(r
< 0 Z + p) _ 9( )

atl — 451
ar \ "~ 240 tor (4:51)

chamada rela¢do de Bennett [25]. Usando o conceito de pressdo magnética (3.23) para
0 campo (4.46), reescrevemos esta relacdo como

d B(r)
5(p+pm)—— or

(4.52)
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Figura 4.2: Esquema de um theta-pinch.

A relacdo de Bennett é usada adotando-se dois perfis de grandezas de equilibrio
MHD, como p(r) e B,(r), e escolhendo-se uma condi¢do de contorno, de modo que
(4.51) fornece o perfil radial de Bg. H4 algumas configura¢des magnéticas de interesse,
que exibem simetria cilindrica. Vamos apresentar, a titulo de ilustragdo, trés delas: o
theta-pinch, o z-pinch e o screw-pinch.

4.5.1 Theta-pinch

O theta-pinch consiste num vaso cilindrico com paredes metalicas (na pratica um so-
lenéide) e que sdo ligadas a uma bancada de capacitores. Supomos que o eixo do vaso
seja paralelo ao eixo z. Quando os capacitores sdo descarregados, havera uma corrente
elétrica fluindo neste vaso cilindrico ao longo da diregdo eg. A duragdo desta corrente é
da ordem da constante de tempo do circuito. Dentro do vaso cilindrico, por sua vez, é
injetado um gés a baixa pressdo que é pre-ionizado transformando-se num plasma. A
corrente elétrica na parede metélica do vaso induz uma densidade de corrente elétrica
(imagem) no plasma J = Jo€y. Esta corrente, por sua vez, produz um campo magnético
longitudinal B = B.¢, [Fig. 4.2].

As superficies magnéticas sdo cilindros de coaxiais ao eixo z, e as linhas de campo
magnético sdo retas paralelas que jazem sobre estas superficies. Como By = 0 neste
caso, a relacdao de Bennett (4.51) fornece

d ( B?
2 (2= — 4.
p <2y0 +p) 0, (4.53)

que pode ser imediatamente integrada fornecendo

B2
p+—-=p+ pnm = const. (4.54)
2uo
Seja r = a o raio da coluna cilindrica de plasma, entdo p(r =a) =0, e pg denota a pressdo
no eixo magnético. Portanto
By, B
20 _ Zza

, 4.55
2uo  2uo (4.25)

po—+
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Figura 4.3: Perfis radiais das pressdes cinética e magnética.

onde B,, = B;(a) e B,y = B;(0) representam os valores do campo magnético na borda do
plasma e no eixo magnético, respectivamente. Note também que qualquer perfil radial
da pressdo, em principio, é possivel. Porém a pressdo maxima é limitada ao valor

B,

(PO) ypax = o (4.56)
E comum usarmos um perfil radial do tipo parabélico para a pressio cinética
1— ﬁ) , se0<r<
p(r) = p(1=5), se0<r<a (4.57)
0, ser>a,
que, substituida em (4.55), fornece a relacdo
2

pulr) _ pn(@) (5) -1, (4.58)

Po Po a

ilustrada pela Fig. 4.3.
Podemos, também, determinar o beta do plasma definido em (3.24) como a razdo
entre as pressOes cinética e magnética. De (4.55) segue que

B ga —B g (7‘ )

Para termos um confinamento magnético da coluna de plasma é necessario que a
pressdo magnética seja maior do que pressdo cinética em cada ponto do plasma, ou
seja, que B(r) < 1 para 0 < r < a. Impondo que > 0 em (4.59) temos que B;(r) < B,
ou seja, o campo magnético é menor dentro do plasma do que fora dele, ou seja, o
plasma é diamagnético, o que decorre da existéncia da corrente diamagnética descrita

em (4.44).
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Figura 4.4: Esquema de um z-pinch.

Na medida em que a corrente no vaso do theta-pinch aumenta, assim também o
campo magnético (e o valor de p,(a)) vao crescer, fazendo com que o equilibrio se dé
em raios menores, o que equivale a uma compressdo do plasma e, em decorréncia, ao
seu aquecimento. Este é o chamado efeito pinch, descrito por Bennett em 1934 [25].

Se desprezarmos o raio de Larmor finito, as particulas do plasma irdo seguir, em
primeira aproximacao, as linhas de campo magnético. Como elas sdo retas paralelas
ao eixo z, haverd portanto perdas nas extremidades do vaso cilindrico, o que impede
um confinamento do plasma por longos tempos, inviabilizando o uso do theta-pinch
na fusdo termonuclear. Por outro lado, como veremos mais tarde, a configuragdo de
equilibrio MHD do theta-pinch é estavel.

4.5.2 Z-pinch

O z-pinch é essencialmente um tubo cilindrico onde se faz alto vacuo e dentro do qual
é injetado um gas (como hidrogénio ou argonio) a baixas pressdes. Mas, ao contrario
do theta-pinch, os eletrodos estdo situados nas extremidades do tubo, de modo que,
devido a descarga de uma bancada de capacitores aparece uma corrente elétrica na
direcdo z que ioniza o plasma por efeito colisional (“aquecimento 6hmico”) e o trans-
forma numa coluna de plasma caracterizada por uma densidade de corrente J = J,(r)é,.
Esta tltima, por sua vez, gera um campo magnético na dire¢do azimutal (ou “poloi-
dal”) B= Be(l’)ée [Flg 4:.4].

Assim como no theta-pinch, as superficies magnéticas sdo cilindros coaxiais, mas as
linhas de campo magnético sdo, agora, circulos contidos nestas superficies. Fazendo,
pois, B; = 0 na relagdo de Bennett (4.51) obtemos a condi¢do de equilibrio MHD neste

caso:

B3 B3

d (Belr) N _ Belr) (4.60)
dr \ 2uo Hor

Para prosseguir, no entanto, precisamos conhecer mais detalhes sobre o campo
magnético, o que s6 se obtém a partir da densidade de corrente. Vamos considerar
dois casos para os quais é possivel um tratamento analitico.
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Figura 4.5: Perfis radiais das pressdes cinética e magnética para uma densidade de
corrente uniforme no z-pinch.

Densidade de corrente uniforme

Seja r = a o raio da coluna de plasma, para o qual a pressdo cinética é nula. Integrando
(4.60) obtemos

B2 BZ a BZ / /
=T B0 )07 s
2up 2p0  Jr mo 1
onde By, = Bo(r =a).

Supondo, por simplicidade, um perfil uniforme de densidade de corrente

Ji 0<r<
JZ:{ 0, SEU=T=d (4.62)
0, ser>a,
a lei de Ampeére (4.12) fornece o campo magnético
Bg, - 0<r<
Bo(r) = { J0ear ST =724 (4.63)
Bo.%, ser>a,
onde Bea = y()JOa/2.
Substituindo (4.63) em (4.61) resulta um perfil parabélico para a pressao:
L7202 _ 2
MoJ5(a—r7), se0<r<a
p(r) = {4 o ) (4.64)
0, ser>a,

de modo que pressdo maxima ocorre para r =0, o qual é o eixo magnético nesse sis-
tema:

1 o I3
Pmax = p(()) = ZMOJga2 = Ea_g (465)
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aumenta com o quadrado da corrente de plasma Ip = Jyma®. Na Fig. 4.5 mostramos os
perfis das pressdes cinética e magnética para este caso. O valor méximo da tltima é

Bga ,qugaz
= =— 4.66
210 g (4.66)

Pma

tal que o parametro beta (3.24), é neste caso

B(r)=2 {(g)z— 1} (4.67)

r

Se ndés aumentarmos a corrente de plasma no z-pinch, assim também o campo
magnético ird aumentar em seu interior, provocando a compressado (efeito pinch) e o
consequente aquecimento do plasma. Para termos uma ideia da ordem de grandeza
das quantidades envolvidas, vamos supor que a coluna de plasma tenha inicialmente
uma secdo reta de 4rea Ay = nr} e uma densidade de particulas ng. Ap6s a compressdo
da coluna de plasma seja a o seu raio de equilibrio e n a densidade correspondente de
particulas. Devido a conservagdo do nimero de particulas, temos que Agng = Ta’n.

No equilibrio a pressdo cinética p é igual a pressdo magnética p,,. Usando a equacao
dos gases ideais temos

2

B
nkBT = ﬂ.
20
Podemos estimar o campo magnético na fronteira do plasma como sendo By, = uol,/27a,
onde /, é a corrente de plasma na direcdo longitudinal. Teremos, assim

|81
I, = | —AonokgT.
Ho

Considerando pardmetros tipicos para plasmas de fusdo (ng = 10'7m=3 e kgT = 10keV))
e estimando ry = 1m teremos uma corrente de plasma da ordem de 0,1MA devido ao
efeito pinch.

No entanto, ha varios problemas préticos envolvidos na obten¢do de uma coluna de
plasma com estas caracteristicas. Em primeiro lugar, além do aquecimento do plasma
devido a compressdo, a corrente de plasma ird também dissipar calor (quando con-
sideramos uma resistividade ndo-nula). Em segundo lugar, pode-se mostrar que a
configuragdo de equilibrio MHD do z-pinch (ao contrario do theta-pinch) é instavel.

Densidade de corrente pelicular

Experimentalmente se sabe que, no estagio inicial da descarga que origina a coluna de
plasma no z-pinch, a densidade de corrente estd limitada a uma fina casca cilindrica
(de espessura 29) na superficie da coluna de plasma de raio a [26]. Neste caso temos
de considerar um modelo alternativo, considerando que, dentro do plasma tanto a
densidade de corrente como o campo sejam nulos, enquanto fora do plasma a pressao
é nula mas o campo é diferente de zero, devido a uma casca [a — §,a + 8] contendo uma
densidade de corrente:

J; =By =0, se0<r<a

4.68
p=0,Bg#0, ser>a, ( )
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Figura 4.6: Perfis radiais das pressdes cinética e magnética para uma densidade de
corrente pelicular no z-pinch.

Para r < a a relagdo de Bennett (4.60) fornece imediatamente dp/dr = 0, de forma
que p = po = const. Ja para r > a (4.51) leva-nos a

B2 B2
4 (B _ B (4.69)
dr \ 2uo Hor

a qual pode ser integrada fornecendo

B C
i:ﬁ. (4.70)

Para determinar a constante de integracdo vamos integrar (4.60) no intervalo [a —
d,a+ 8] onde existe uma densidade pelicular de corrente:

atd g /B2 atd B2
/ dr— (—9(r> —l—p) :—/ dr e(r).
a-d dr \ 2up a8 Hor
Substituindo (4.70) obtemos que C = 2a®p,, de modo que a pressdo magnética serd nula
parar<ae

(l2
Pm = por—z, (r>a). (4.71)

Na Fig. 4.6 mostramos os perfis das pressdes cinética e magnética para este caso. Na
medida em que evolui a descarga, se considerarmos a resistividade finita do plasma,
ocorrerd uma difusdo magnética: a densidade de corrente migra para o interior da
coluna de plasma assim como as préprias linhas de campo magnético. Se o processo
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leva a uma uniformiza¢do da densidade de corrente, como no exemplo anterior, os
perfis das pressdes cinética e magnética ficam como na Fig. 4.5. No caso de corrente
pelicular, s6 faz sentido definirmos o beta do plasma na fronteira, de sorte que B(a) =

po/po = 1.

4.5.3 Screw-pinch

O screw-pinch é essencialmente um z-pinch no qual incluimos um campo magnético
na direcdo do eixo z, o que é feito por meio de bobinas enroladas externamente ao
vaso cilindrico, como num solendide. O screw-pinch tem um campo magnético B =
Boég + B.€; tal que a relacdo de Bennett (4.51) vale na sua integridade:

d B B B2
- p+_6+_z :__9, (4.72)
dr Mor — por Hor

de forma que a pressdo magnética é maior no screw-pinch do que no z-pinch. As li-
nhas de campo magnético sdo, agora, helicoidais, e jazem sobre superficies magnéticas
cilindricas coaxiais.

Para obter os campos magnéticos nesse caso precisamos arbitrar perfis radiais tanto
para a pressdo cinética como para a densidade de corrente. Vamos considerar um caso
semelhante ao do z-pinch, para o qual

J(1-5 <

Lr=1" ( az) sersa. (4.73)
0 ser>a.
po ser<a

p(r) = { : (4.74)
0 ser>a.

Extraindo a componente z da lei de Ampere (4.12) obtemos a componente azimutal
do campo magnético:

Bg(r) = 'L% /Ordr/r/JZ(r/). (4.75)
Substituindo (4.73) uma integracdo elementar fornece
Be(r):{Bea%r <1—§> ser<a 7 (4.76)
B ser > a.
onde I '
Boy = Bo(a) = 22 40“ - ‘% 4.77)

sendo Ip = TJya> /2 a corrente de plasma.
Inserindo este resultado na relacdo de Bennett (4.72) obtemos, para r < a,

Bg(r) ZBga 2 o3t 10
-y U 4.7
2,u() Ho 3 a? * 2at 3 a * CJ ( 8)

onde C é uma constante de integragdo. Para determind-la, integramos (4.72) no entorno

der=a: 5 ) )
/ Pl (B—e(r) +B:(r) +p) — / 0 4B
a—od dr 2:“0 a—~d Hor



4.5. EQUILIBRIOS MHD COM SIMETRIA CILINDRICA 105

Figura 4.7: Perfis radiais das seguintes quantidades: pressdo cinética, densidade
de corrente, pressdes magnéticas parciais B3/2uy e B?/2uo para um screw-pinch. As
pressdes estdo normalizadas por B3, /2uo.

Como o campo By é continuo em r = a o lado direito da expressao acima anula-se
quando & — 0. Ja o lado esquerdo fornece

Bg(a+8)+B§(a+8) B3(a—38) B2(a—29)

= po+ + .
2uo 2uo b 2uo 2uo

Tomando o limite quando 6 — 0 temos que

B? B2
L= Po + = 5
20 2uo

(4.79)

onde B, = B;(a+0) é um campo de vacuo gerado pelas bobinas externas ao vaso
cilindrico.
Substituindo (4.79) em (4.78), avaliada no ponto r = a, achamos

B . Bl

C= pPo+4—,
2uo 3uo

de modo que (4.78) torna-se

BX(r) B B, (5 » _rt 2
it ANV - - 443 —-—). 4.80
2/.10 2‘Ll() po * Ho 3 a2 + a4 3 a6 ( )
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Na figura 4.7 mostramos pertis radiais das pressdes cinética e magnética para o screw-
pinch. O beta do plasma para o screw-pinch é dado por (3.24), juntamente com (4.76) e
(4.80):
~1
~ 2uopo  2popo 2uopo  2Bg, (5 . rF 10
B_BZ 2= B 1— J7 + 7 =—2 ——— . (4.81)
Z + 0 v v v

3 2T A 6

4.54 Beta poloidal

Multiplicando (4.51) por r* e integrando radialmente ao longo da coluna de plasma

a d BZ Bz 1 a
/ rzdr_( 3+ B2 ﬂ,) :__/ drrB2. (4.82)
0 dr \ 2o Mo Jo
Ap6s uma integracdo por partes resulta
B} +B§> 1 g ( B? )
42z - 2ntrdr + 2. 4.83
(p 20 ) ,—q Ta*Jo P 2u0 (489

Sendo 7ta® a drea da secdo reta da coluna de plasma, definimos a média de uma
quantidade arbitréria ) sobre a segdo reta como

_ $day 2 /“
() = Tda 2 Jo drrdry(r), (4.84)
de modo que reescrevemos (4.83) como
Bj(a)+B2 B>
p(a)+M — @).,.Q_ (4.85)
2uo 2ug

Sabemos que uma condi¢do para o confinamento magnético da coluna de plasma é
que B < 1. Quando existe um campo na dire¢do 6, como no screw-pinch, é ttil definir-
mos também um “beta poloidal”, considerando apenas a pressdo magnética produzida
por Bg:

{p)
By = -l —, (4.86)
" Bg(a)/2m0
que é particularmente ttil na descri¢do de um plasma com fronteira difusa (p(a) = 0).
Usando (4.85) obtemos
Bg(a) — (BY)

_ 2B;(a)\ |2 4 — B
By —1+°2 ﬁd+(%@)wa>3» 4.87)

onde, na ultima relagdo, usamos a aproximacao quando |B;(a) — B.(r)| < |B;(a)|.
Trés casos distintos se apresentam:

e 3, > I: neste caso B;(r) < B;(a), ou seja, o campo magnético longitudinal dentro
do plasma é enfraquecido, em relagdo ao seu valor fora do mesmo;

e B, < 1: agora B;(r) > B;(a), e o campo no plasma é refor¢ado, em relagdo ao seu
valor exterior;

e 3, = 1: a presenca do plasma ndo afeta o campo magnético em seu interior.
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Figura 4.8: Linhas de campo helicoidais sobre superficies magnéticas cilindricas.

4.6 Fator de seguranca cilindrico

Nos trés exemplos que vimos de equilibrios MHD com simetria cilindrica as superficies
magnéticas sdo cilindros coaxiais (r = const.), sobre as quais jazem as linhas de campo
magnético. Em particular, para o screw-pinch as linhas de campo sdo hélices cilindricas,
cujo passo depende das intensidades dos campos magnéticos nas dire¢des z e 6. Para
determinar esta relacdo, vamos explorar a equacdo das linhas de campo magnético

B x df =0, (4.88)

que, em coordenadas cilindricas-I resulta em

&r_mb_% (4.89)
B, By B;

Como a componente radial é nula (B, = 0) estamos interessados apenas nos dois
ultimos termos da equacdo acima. Definiremos o fator de seguranga cilindrico para a
superficie magnética como
_ldz
~ Ld®’
onde L é o comprimento do cilindro. O fator de seguranca (nome baseado na estabi-
lidade MHD, como veremos) é, de fato, uma medida do passo relativo da hélice, ou
seja, a distancia relativa Az/L ao longo da direc¢do z que a hélice avanca apds uma volta
completa na direcdo angular 6 [Fig. 4.8]. Dessa forma, um valor alto de ¢.(r) indica
que a hélice que jaz sobre a superficie r = const. tem um passo grande, enquanto um g,
baixo indica uma hélice com passo menor, portanto com voltas mais compactadas.

Usando (4.89) podemos escrever o fator de seguranca cilindrico como

qc(r) (4.90)

1B
- LBy’

qc(r) (4.91)
Para o theta-pinch, como Bg = 0 o fator de seguranga é infinito (as linhas de campo sdo
retas paralelas). No caso do z-pinch, como B, = 0 o fator de seguranga é igual a zero,
pois as linhas de campo sdo circulos concéntricos. Finalmente, no screw-pinch ambos
os campos sdo ndo-nulos, e o fator de seguranca depende, em geral, de r. A variacdo
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Figura 4.9: Perfil radial do fator de seguranca cilindrico para o screw-pinch.

de g. com o raio r é chamada cizalhamento das linhas de campo. A partir de (4.76) e
(4.80) resulta que

1/2

Zyopo 233 5 1’2 7'4 2r6
Bz<r>=Bv{1— 2 e 3 tetaaa)| 492

onde B, é o campo na direcdo z fora do plasma. Dentro da coluna de plasma (r < a) o
termo entre parénteses é muito pequeno. Assim, supondo que B, >> 2uppo € B, >> By,
podemos usar o teorema binomial para obter a expressdo aproximada

2 2 4 6
N Hopo Bg, (5 r o 2r
B;(r) ~ B, [1— B +B§ (5_4?+3a_4_§$ : (4.93)

Na Figura 4.9 mostramos um exemplo numérico para o perfil radial do fator de
seguranga do screw-pinch. Tipicamente temos um fator de seguranga que tem um valor
da ordem de 1 sobre o eixo magnético, e que cresce monotonicamente para um valor
da ordem de 2 ou superior na fronteira do plasma.

4.7 Manchas solares

As manchas solares sdo regides escuras na superficie do Sol, algumas delas visiveis
da Terra com o auxilio de telescopios [Fig. 4.10]. Elas sdo temporarias, tendo uma
duragdo tipica de alguns dias, embora manchas muito grandes possam perdurar por
varias semanas ou até meses, antes de desaparecer. O ntiimero de manchas solares
varia de acordo com um ciclo bem conhecido com um periodo de aproximadamente
onze anos.
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Figura 4.10: Acima: mancha solar. Créditos da imagem: NASA/SDO and the AIA,
EVE, and HMI science teams. Abaixo: ampliacdo de um grupo de manchas. Créditos
da imagem: Royal Swedish Academy of Sciences - Géran Scharmer and Mats Lofdahl.
Disponivel em https:/ /scied.ucar.edu/learning-zone /sun-space-weather/sunspots
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Figura 4.11: Um tubo de fluxo magnético associado a uma mancha solar.

Tais manchas sdo escuras pois correspondem a regides da fotosfera Solar onde a
temperatura é reduzida. A intensidade do campo magnético numa mancha solar é
milhares de vezes maior do que o campo magnético Terrestre. A presenca de man-
chas solares é indicativa da ocorréncia de intensa atividade como algas coronais, proe-
minéncias e eventos de reconexdo. Como sdo regides magneticamente ativas, eventos
como erupgdes solares (solar flares) e ejecdes de massa coronal também originam-se
em regides vizinhas as manchas.

Vamos considerar, por simplicidade, uma mancha solar como um tubo de fluxo
magnético, onde o campo magnético By é vertical (em relagdo a fotosfera). Fora do
tubo de plasma o campo magnético pode ser desprezado. As pressdes do plasma Solar
dentro e fora deste tubo de fluxo sdo denotadas por pg e p., respectivamente, e as
temperaturas por 7Ty e T, [Fig. ??].

Podemos caracterizar as manchas solares como objetos de longa duragdo sem fluxos
rapidos de plasma, de modo que é razoavel descrevermos sua estrutura usando as
equacgdes do equilibrio MHD estatico. Devido & simetria cilindrica do tubo de fluxo
podemos usar a relagdo (4.53), similar a do theta pinch:

d ( B?
— | = =0 4.94
o (5+p) =0 (4.94)
que pode ser integrada dentro e fora do tubo de fluxo:
BZ
po+ 2—0 = pe (4.95)
Ho

Usando a equagdo de estado temos as seguintes rela¢des entre as pressdes, densi-
dades e temperaturas
kppeT. kppoTo
e (4.96)

m; m;

onde kg é a constante de Boltzmann e m; a massa dos ions. Vamos presumir que as
densidades do plasma dentro e fora do tubo de fluxo sejam as mesmas: p, = po. Subs-
tituindo (4.96) em (4.95) obtemos uma relagdo para as temperaturas

To B%

—=1- . 4.97
1, 2uope ( )
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Como o segundo termo do lado direito da equagdo acima é sempre positivo, resulta
que Ty < T,, ou seja, a temperatura no interior do tubo de fluxo é menor do que a
temperatura da vizinhanga. De fato, as medidas indicam uma temperatura 7y ~ 3700K
no interior da mancha solar, ao passo que a Fotosfera tem uma temperatura 7, ~ 5700K.

4.8 Campos sem forcas

E importante observar que as relagdes B-Vp =0 e J-Vp = 0 ndo implicam que B seja
paralelo a J, ou seja, em geral estes dois vetores ndo sdo paralelos. Uma excecdo, no
entanto, é o caso em que a pressdo cinética do plasma é muito menor do que a pressao
magnética, ou que o valor do beta correspondente seja muito baixo.

Neste caso a pressdo cinética do plasma pode ser desprezada em comparacdo a
pressdo magnética e a equagdo de equilibrio (4.11) reduz-se a condigao

JxB=0 (4.98)
tal que a forga magnética correspondente é nula. Estes plasmas sdo chamados “sem-
forgas” (force-free).

A relacdo (4.98) é satisfeita se
uoJ = aB, (4.99)

onde a é um fator ainda indeterminado. H4 duas possibilidades:

e seax=0entaoJ=0;

e se o # 0, entdo J é paralelo a B.

No primeiro caso (corrente nula), da lei de Ampere (4.12) temos que V x B =0, de
modo que podemos escrever o campo magnético como o gradiente de um potencial
escalar magnético y:

B = Vy. (4.100)
Substituindo na lei de Gauss magnética (4.13) decorre que o potencial escalar magnético
satisfaz a equagdo de Laplace

VZy =0. (4.101)
No segundo caso (J paralelo a B), a eq. (4.12) implica que
V xB = 0B, (4.102)
e que, substituida em (4.13), fornece a relagdo
B-Va=0. (4.103)

Desdobramos este segundo caso em duas situagdes possiveis: se o for espacial-
mente uniforme, entdo Voo =0e

V x (aB) = aV x B = o’B.

Tomando o rotacional de (4.102) obtemos, entdo, que o campo magnético deve satisfa-
zer a equacdo de Helmholtz
V2B + a’B = 0. (4.104)

A segunda situacdo possivel é quando o depender da posigdo. Fazendo as mesmas
manipulac¢des anteriores chegamos a um sistema de duas equagdes acopladas:

V’B+o’B = BxVa, (4.105)

B-Vo=0. (4.106)
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4.8.1 Algas coronais

O plasma na corona solar tem um fator beta muito pequeno, da ordem de  ~ 0,004, o
que nos permite modelas alguns fendmenos usando campos sem forgas. Um deles sdo
as algas coronais.

Por simplicidade, suporemos que a escala de comprimento das alcas seja pequena o
suficiente para que possamos considerar a superficie Solar como plana. Outra hip6tese
simplificadora é que tais al¢as tem uma simetria translacional, de forma a permitir o
uso de um sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais (x,y), onde y é uma
coordenada na diregdo vertical (perpendicular a superficie) e x uma coordenada na
direcdo horizontal (paralela a superficie). Neste contexto o campo magnético é dado

por
B = B, (x,y)éx + By(x,y)éy. (4.107)

Uma terceira simplificacdo resulta em desprezar a existéncia de correntes elétricas,
de modo que J = 0, o que nos permite usar a aproximagdo de campos sem forcas com
o= 0. A lei de Ampére serd, entdo,

VxB=0, (4.108)
e a equagao de Helmholtz (4.104) reduz-se a uma equacdo de Laplace vetorial
V?B = 0. (4.109)

Aplicando o campo dado por (4.107) nas equagOes anteriores obtemos as seguintes
relagdes para as suas componentes cartesianas

OB, 0B,
E 0, (4.110)
9’B, 9’B,
2 (4.111)

Para resolver a equagao (4.111) aplicamos separacdo de varidveis
B.(x,y) = X(x)Y (), (4.112)

o que nos leva a

d’X d?Y 1

— Y+ X— =——, 4113

dx? * dy? L? ( )
onde L é uma constante de separacdo. Dividindo por XY obtemos duas equagdes de-
sacopladas cujas solugdes conduzem ao seguinte resultado

By (x,y) = Bpcos (%) exp (—%) , (4.114)
onde By é um fator constante. A partir da aplicacdo de (4.110), a outra componentes do
campo magnético é

By (x,y) = —Bopsin (%) exp <—%> : (4.115)

Neste modelo simples ja é possivel divisar duas propriedades importantes do campo
magnético numa alga coronal: o campo diminui com a distancia a superficie, e tem um
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comportamento oscilatério ao longo dela. De fato, as equagdes das linhas de forca do
campo magnético sdo dadas por (4.40):
dy By X
D _ 2 _ _tan (—) , 4116
dx By L ( )
e mostram que L é um comprimento caracteristico das alcas, que tém a curvatura cor-
reta, ou seja, elas sdo ancoradas na superficie e projetam-se para cima.

4.8.2 Modelo de Taylor

Um exemplo de campos sem forcas foi proposto por Taylor para o caso em que o é
constante, num sistema de coordenadas cilindricas-I [27]. A equagdo de Helmholtz
(4.104) é escrita como:
10 [ OB 10°B 0°B
—= | r= == + = B=0. 4117
ror <r8r) r2892+azz o ( )
Se a configuragdo em anadlise for um cilindro muito longo, podemos supor que as
componentes de B s6 possam depender de r (dg = 0 e dy = 0), 0 que simplifica bastante

a equacdo de Helmholtz:

1 dB

1d (r—) +0’B = 0. (4.118)
dr

Além disso, também por simetria, ndo haverd componente radial do campo magnético,

donde teremos, como no screw-pinch
B= (O,Be(”),Bz(l")) . (4119)

e que satisfaz identicamente a lei de Gauss magnética (4.13).
A componente z do campo satisfaz

1 B
td <r&) + 0B, = 0. (4.120)

que, substituindo a variavel independente por x = ar, nos conduz a uma equagéo de
Bessel de ordem v = 0. A solugdo regular na origem serd Jy(ar), de modo que

BZ(I‘) = B()J()(OCI”), (4.121)

onde By é uma constante.
Extraindo a componente 6 de (4.102) temos
0B,

_9% _ By, 4.122)
or

de modo que

1 dB
Be(’) = _a d_rz = —B()Jlo(()(.r) = ByJi (OU‘). (4.123)

E interessante observar o que ocorre com a componente z do campo magnético
numa coluna cilindrica de raio a. Como a primeira raiz da funcdo de Bessel Jy é
2,4048..., entdo se aa > 2,4048 entdo existe um ponto no intervalo 0 < r < a onde
ocorre uma reversdo no sentido da componente B, [Fig. 4.12]. Configura¢oes deste
tipo sdo chamados pinches de campo reverso (RFP).
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Figura 4.12: Perfis radiais dos campos magnéticos para o modelo de Taylor.

4.8.3 Helicidade magnética

J. B. Taylor, em 1974, interpretou a reversdo de sentido do campo B; como proveniente
de um processo de relaxagdo no qual um plasma inicialmente muito instdvel atinge
um estado final quiescente estdvel [27]. Desta forma, um plasma turbulento passa
por um processo de relaxacdo até gerar uma configuragdo de campo reverso. Esta
configuracdo é caracterizada por um minimo da energia potencial, sujeita ao vinculo
de que a helicidade magnética, definida por

H = / 4rA B, (4.124)
\%

seja mantida constante.
A derivada temporal da helicidade é

Ao . (0A JB
gr_xﬁr(E~B+Ai¥). (4.125)

O campo elétrico, por sua vez, pode ser expresso em termos de um potencial escalar ¢
e um potencial vetor A como [20]

oA
= VD . .
E N 5 (4.126)
Da lei de Faraday,
oB
— =—-VxE. 127
5 X (4.127)

Substituindo (4.126) e (4.127) em (4.125) obtemos

di{:/d3r[_E.B_vq>-B—(V><E)-A]. (4.128)
dt 1%
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Usando as seguintes identidades vetoriais

V- (PB)=B-V®+P(V-B) =B -V, (4.129)
V. (ExA)=(VXE)-A—E-(VxA)=(VxE)-A—E-B, (4.130)
onde usamos também a Lei de Gauss magnética e B =V x A. Substituindo estes resul-
tados em (4.128) obtemos
dH _ _2/ d3rE-B—/d3rV- (®B+ExA),
dt v 14
:—2/d3rE-B—7§daﬁ-(q>B+ExA), (4.131)
4 s

onde usamos o teorema do divergente, sendo S a superficie fechada que contém o
volume do plasma, e fi ¢ um vetor unitario normal a S em cada ponto.

Vamos supor que o plasma esteja confinado por uma parede perfeitamente condu-
tora, que coincide com a superficie S. As condi¢des de contorno cldssicas do eletro-
magnetismo, nesse caso, nos dizem que a componente normal do campo magnético e
a componente tangencial do campo elétrico anulam-se em S [20], ou seja,

(AxE)g=0, (i-B)g=0, (4.132)

de modo que a integral de superficie em (4.131) anula-se e temos somente a contribuicdo
da integral volumétrica, a saber:

ar
dt

Para um plasma descrito pela MHD ideal a lei de Ohm generalizada é

= —2/ d*rE-B. (4.133)
%

E+vxB=0,

donde E - B é identicamente nulo, ou seja, # é constante, ou seja, um invariante exato.
No entanto, como plasmas reais tém uma condutividade finita, Taylor conjecturou que
em um plasma turbulento a helicidade magnética permanece aproximadamente cons-
tante, enquanto a energia potencial

BZ

W= / Brs (4.134)
v 2uo

tende a um valor minimo. Pode-se mostrar que a configuracdo que minimiza a energia

potencial, tendo a helicidade magnética constante, é do tipo sem-forgas, satisfazendo

(4.102) e pressado constante. Em termos matemaéticos, deseja-se resolver o seguinte pro-

blema variacional [28]

SW— 83 —0, (4.135)
20

onde A é um multiplicador de Legendre, tal que V x B = AB.
Para demonstrar esta afirmacao, calculamos separadamente a variacdo da energia
magnética (4.134) e da helicidade (4.124), o que resulta nas expressdes

SW = i/ 4B - 5B, (4.136)
Ho Jv

SH — / &3r(3A-B+A-B), (4.137)
\%



116 CAPITULO 4. EQUILIBRIO MHD

de modo que (4.135) torna-se
/ d*r[V-(8A x B)+8A - (V x B)] — %/ d*r[5A-B+A-(V x8A)] =0. (4.138)
1% 1%
Com o concurso da identidade vetorial
V-(5A xB) =B (V x 8A) —8A - (V x B), (4.139)
reescrevemos (4.138) como

]{daﬁ-(aAxB)+/d3r5A-(VxB)—x/d3r5A-B+%?§daﬁ.(5AxA):o, (4.140)
S \% % S

onde foi usado novamente o teorema do divergente. Em vista das condi¢bes de con-
torno (4.132) a integral de superficie anula-se, restando a contribui¢ao

/ dr8A-(V x B—AB) =0, (4.141)
v
que, para ser identicamente nula, exige que o integrando seja igual a zero, resultando

na condicdo de Taylor V x B = AB, como queriamos demonstrar.

4.9 Equilibrio MHD estacionario

As configuragoes de equilibrio MHD estacionario somente impde que as quantidades
fisicas de interesse ndo dependem explicitamente do tempo, podendo apresentar flu-
xos de plasma com velocidade diferente de zero. Ha varios exemplos deste tipo de
situacdo, tanto em plasmas de fusdo como em plasmas astrofisicos. Na primeira cate-
goria enquandram-se configuragdes de equilibrio MHD com simetria axial que permi-
tem rotacdes de plasma compativeis com a equacdo da continuidade. Vamos abordar
brevemente esta situacdo no Capitulo 6. Um exemplo notavel deste tipo de equilibrio
é encontrado no estudo do vento solar.

No inicio deste capitulo, estudamos o equilibrio MHD estético de um plasma sob a
acdo de um campo gravitacional esfericamente simétrico, no contexto de campos sem
forcas. Vimos que, nessa situagdo, o modelo de equilibrio leva a resultados razodveis
para pequenas distancias, mas que conduzem a resultados inadmissiveis a grandes
distancias, ou seja, a uma densidade de plasma arbitrariamente grande. Um modelo
estatico mais sofisticado, devido a Chapman, que incorpora efeitos de transferéncia de
energia por condugdo térmica, também leva a resultados inconsistentes [vide [?], secdo
12.1]. Portanto, é necessario usar um modelo para o vento solar que incorpore fluxos,
numa configuragdo de equilibrio MHD estacionario.

As equagdes para o equilibrio MHD ideal estaciondrio sdo as seguintes

V- (pv) =0, (4.142)
p(v-V)v=—-Vp+J xB+pg, (4.143)
E=-vxl, (4.144)
VxE=0, (4.145)

V x B = 1], (4.146)

complementadas pela equagdo dos gases ideais
pkBT
p =

m;

(4.147)
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4.9.1 Modelo de Parker para o vento solar

Assim como no modelo estatico, supomos campos gravitacional e magnéticos esferi-
camente simétricos, dados por (4.20) e (4.21), respectivamente. Também consideramos
um campo sem-forgas, donde a forca de Lorentz ndo aparece na equagao de equilibrio
(4.143). Outra suposigao j4 feita anteriormente é a de uma atmosfera isotérmica (7 = Tp
constante). Finalmente, considerando fluxos radiais de plasma, tais que v =v(r)é,, a
equacdo de continuidade (4.142) implica que

dir(ﬂpv) =0, (4.148)

de modo que o triplo produto r?pv ndo depende da coordenada radial. Abrindo a
derivada acima concluimos que

R
dr r2vdr '

Analogamente, substituindo (4.20) em (4.143) obtemos a condi¢do de equilibrio

(4.149)

dv dp GM
dr  dr r2p

Lembrando que a velocidade do som no plasma é dada por (3.75),

Vg = \/g (4.151)

onde fizemos y = 1 gragas a hipétese de um processo isotérmico, reescrevemos (4.150)
na forma

(4.150)

dv__plde GM

Var T vsp dr r*’

Usando (4.149) em (4.152) chegamos, apés algumas simplificacdes algébricas, na
seguinte expressao

(4.152)

2 2 2
p_ Vs dv _ 2y  GM (4.153)
v)dr r r?
que, definindo o raio caracteristico
GM
—, 4.154
re 2‘/% ( )
pode ser reescrita como
2 2
ve)dv 2
(v_ 7) R ) (4.155)

Observe que, se r =r,, entdo para dv/dr # 0 resulta que v = v,, ou seja, r. € a distancia
para a qual a velocidade do fluxo é igual a velocidade do som no plasma. A expressdo
(4.155) pode ser integrada, separando as varidveis, com o seguinte resultado

2 2 2
(1) “In (1) :4(1) +4 4, (4.156)
Vs Vs re r

onde C é uma constante de integracdo. Dependendo do valor de C, ha cinco classes
diferentes de solugdes, ilustradas na Fig. 4.13.
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Figura 4.13: Cinco classes diferentes de solugdes no modelo de Parker para o vento

solar.

1. as solugdes I e II apresentam dois valores da velocidade para cada valor do raio,

ou seja, v ndo é univocamente determinada por r, donde sdo solugdes sem inte-
resse fisico;

as solugdes Illa e IIIb levam a velocidades que tendem a infinito quando o raio
tende a zero, ndo correspondendo ao que se observa na superficie do Sol;

a solucdo IV é tal que, tanto para distancias muito grandes como muito peque-
nas (em comparacdo a r,, as velocidades sdo subsonicas (v < vs). E uma solugdo
admissivel mas corresponderia a uma “brisa solar”;

a solugdo V representa fluxos supersonicos (v > vg) para distancias grandes do
Sol, que podemos associar ao vento Solar. Como esta solugdo passa pelo ponto
critico de coordenadas (r.,vs), é facil ver que a constante de integragdo neste caso
eC=-3.

O trabalho original de Parker, que apresenta este modelo dindmico para o vento

solar, foi publicado em 1958. No ano seguinte, o vento solar foi observado diretamente
pelos satélites Lunik Il e Venus I. Em principio ndo se sabia ao certo se a solugao correta
seria a de classe IV ou V. Quando o satélite Mariner II detectou, em 1962, velocidades
supersoOnicas para o vento solar, ficou claro que a melhor solugdo é a de classe V. A ve-
locidade do vento solar na posicdo da 6rbita Terrestre (distancia de 1 UA) varia de 200
a 900km/s. O modelo de Parker foi aperfeicoado consideravemente nos anos seguintes,
permitindo uma descri¢do mais precisa deste fendmeno [vide [?], se¢do 12.3].



Capitulo 5
Estabilidade MHD

5.1 Conceito geral de estabilidade

Na capitulo anterior tratamos de alguns tipos de equilibrio MHD com simetria cilindrica.
Ainda que uma condic¢do necesséria ao confinamento magnético de plasmas para fusao
seja a existéncia de um equilibrio MHD, somos obrigados a investigar a estabilidade
deste equilibrio em relagdo a pequenas perturbagdes do mesmo. Uma dada configuracao
de equilibrio MHD ¢ dita estavel se uma pequena perturbagdo do mesmo conduz a
um retorno a situagdo inicial. Se a perturbagao levar a um afastamento da condi¢do de
equilibrio, este sera instavel.

A teoria da estabilidade MHD é um assunto bastante extenso, do qual faremos
um recorte neste capitulo, onde iremos nos concentrar na estabilidade do screw-pinch
cilindrico em relacdo a algumas perturbagdes do equilibrio. Como vimos no capitulo
anterior, o screw-pinch consiste numa coluyna cilindrica de plasma com uma densi-
dade de corrente J; ao longo da diregdo longitudinal. Esta corrente de plasma cria,
por sua vez, um campo magnético Bg na direcdo azimutal. Além disso, hd um campo
magnético longitudinal B, criado por um solendide externo a coluna de plasma, de
modo que as linhas de campo magnético sdo hélices que jazem sobre superficies magnéticas
cilindricas coaxiais [Fig. 5.1(a)].

O equilibrio MHD desta pode ser encarado como a igualdade entre as pressdes
cinética e magnética em cada ponto da coluna de plasma:

_ B2 (r)+Bg(r)

e (0<r<a) (5.1)

p(r)
Para saber se este equilibrio é ou ndo estavel nés efetuamos uma pequena perturbagao
na coluna de plasma. Ha diversas formas de se fazer isso, mas vamos inicialmente
considerar uma perturbacdo na forma de uma dobra na coluna [Fig. 5.1(b)]. Na parte
concava da coluna de plasma perturbada as linhas de campo By aproximam-se entre
si, enquanto na parte convexa elas se afastam. Assim By é ligeiramente mais intenso
na parte concava do que na parte convexa da dobra, o que faz com que a pressdo
magnética também seja maior na parte concava do que na convexa. Isto faz com que
o equilibrio entre as pressdes seja rompido, aparecendo uma forga resultante sobre a
parte concava da dobra, que tende a fazer a dobra aumentar ainda mais, causando uma
instabilidade chamada instabilidade de dobra (“kink”).
No z-pinch, em que s6 existe a componente By, podemos dizer que o equilibrio
é instdvel em relagdo a esta dobra. No screw-pinch, por outro lado, existe também

119
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(a) B

(c)
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perturbada

coluna
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Figura 5.1: (a) Esquema de um screw-pinch cilindrico; (b) Perturbacdo do tipo dobra; (c)
Coluna de plasma perturbada.

um campo longitudinal B; que, como veremos, melhora a estabilidade da coluna de
plasma. Pela discussdo que fizemos no Capitulo III, além da pressdo existe também
uma tensdo associada as linhas de campo magnético, que faz com que elas se com-
portem como fios eldsticos. Na MHD ideal, pelo teorema de Alfvén, sabemos que o
plasma estd vinculado as linhas de campo. Em havendo um dobramento da coluna
de plasma também as linhas de campo B; sofrerdo a mesma perturbacao e, tal qual
tios elasticos, as linhas de campo tendem a se alinhar novamente, trazendo consigo o
plasma e contrabalancando o efeito da dobra.

Portanto, o equilibrio da coluna de plasma sera ou nado estavel dependendo da
relagdo entre os campos By (desestabilizante) e B; (estabilizante). Pelo mesmo motivo,
o theta-pinch, onde Bg = 0, pode ser considerado estavel em relacdo a este dobramento.
Alguns autores chamam o screw-pinch de z-pinch estabilizado. Para o screw-pinch as
linhas de campo sdo hélices cilindricas, fazendo com que a instabilidade de dobra
propague-se ao longo das mesmas, de modo que a coluna de plasma também é do-
brada helicoidalmente [Fig. 5.1(c)].

Um outro tipo de instabilidade é associada ao estrangulamento da coluna de plasma,
chamada instabilidade salsicha (“sausage”). Uma pequena constri¢do na coluna de
plasma faz com que a componente By do campo magnético cresga e aumente a pressao
magnética sobre a parte estrangulada [Fig. 5.2(a)], rompendo o equilibrio e aumen-
tando o préprio estrangulamento até o colapso da coluna de plasma [Fig. 5.2(b)]. As-
sim como na instabilidade de dobra, no entanto, aqui também a componente B, desem-
penha um papel estabilizador, pois o estrangulamento da coluna também comprime
as linhas de campo de B;, que resistem a ele como fios elésticos [Fig. 5.2(c)]. Logo a
instabilidade salsicha também pode ou ndo ocorrer dependendo da relacdo entre B; e
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Figura 5.2: (d) Perturbagdo do tipo estrangulamento da coluna de plasma; (e) Instabi-
lidade do tipo salsicha; (f) Campos magnéticos numa coluna de plasma estrangulada.

Bo.

A andlise matematica da estabilidade serd vista nas préximas se¢des, mas é possivel,
usando argumentos elementares, obter um critério para a ocorréncia da instabilidade
salsicha [20]. Seja & um pequeno deslocamento radial para dentro da coluna de plasma
de raio a [Fig. 5.3(a)]. Pelo teorema de Alvfén podemos impor a conservacdo do fluxo
magnético de B; ao longo do tubo de fluxo:

D, = leTca2 = BZZTE(G - ‘t:)zv (5-2)

onde B;; e By referem-se, respectivamente, as regides fora e dentro do estrangula-
mento. Se § < a podemos usar o teorema binomial para obter aproximadamente a
variacdo relativa do campo B; e da respectiva pressdo magnética:

Apme _ 2AB. _ 45

P B — 5.3)

O campo azimutal na borda do plasma é dado pela lei de Ampére como Bgy(a) =
tol,/2ma, onde I, é a corrente de plasma. Usando novamente o teorema binomial um
célculo simples fornece a variacgdo relativa da pressdo magnética associada a esta com-
ponente

Apme _ 2ABg 28

pme  Be(a) a’
Pela discussdo anterior, vimos que para que a coluna de plasma seja estavel em relagdo
ao estrangulamento é necessario que a pressdao magnética devida a B; seja maior do
que a devida a Bg. De (5.3) e (5.4) concluimos que o equilibrio MHD ser4 estavel se

(5.4)

1
B> EBg. (5.5)



122 CAPITULO 5. ESTABILIDADE MHD
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Figura 5.3: (a) Deslocamento radial numa coluna de plasma cilindrica. (b) Casca
cilindrica condutora e coluna de plasma com instabilidade de dobra.

Outro fator de estabilizagdo da coluna de plasma em relacdo a perturbagdes do
tipo dobra é a existéncia de uma casca cilindrica condutora envolvendo a coluna de
plasma [Fig. 5.3(b)]. Nessa situacdo as linhas de campo By sdo aprisionada no espago
existente entre o plasma e a parede metalica. Se a coluna de plasma é dobrada de
forma a aproximar-se da parede da casca condutora, as linhas de campo ficam mais
concentradas nessa regido, aumentando a pressdo magnética p,¢ e consequentemente
provocando o aparecimento de uma forga restauradora na dire¢do original da coluna
de plasma.

5.2 Equacdes MHD linearizadas

Neste capitulo vamos considerar apenas a estabilidade MHD no caso ideal, ou seja,
sem resistividade do plasma. Sem campos gravitacionais, usamos o conjunto de equagdes
reduzidas da MHD ideal (??)-(??), a saber

ap

5 +V-(pv) =0, (5.6)

P {a_v+(v.v)v} :_Vp-q-i(VxB)xB, (5.7)
ot Mo

%gzvX@xm. (5.8)

No papel de equacdo de energia temos duas possibilidades: uma é a equagdo adiabética

(??):
(5+v-9) (o) 0. 59
outra é a condigdo de incompressibilidade do fluido (2.128),
V.v=0, (5.10)

que é caracteristica de um processo isovolumétrico. O critério de escolha entre estas
duas alternativas prende-se a velocidade caracteristica de propagacdo da instabilidade
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a ser estudada. Se esta for muito maior do que a velocidade das ondas actsticas no
plasma (3.75) os processos podem ser considerados adiabéticos, e usamos (5.9). Se, por
outro lado, a velocidade for muito menor do que (3.75), podemos usar a condigdo de
incompressibilidade (5.10). Para a instabilidade de dobra, por exemplo, este é o caso
que se apresenta, ao qual denominaremos “instabilidade incompressivel”.

Supomos que a perturbac¢do no deslocamento do plasma é uma fun¢do harmonica
do tempo, na seguinte forma

E(r,t) = £(r)e'™, (5.11)

onde [{| < | e  é a frequéncia associada a instabilidade. Assim, a perturbacdo na
velocidade do plasma sera

9 .
v= a—f — i0&(r) ™. (5.12)

Consideraremos, analogamente, perturbacdes nos demais campos escalares e veto-
riais da MHD (usaremos, como na secdo 3.5, o sufixo 0 para descrever grandezas de
equilibrio, e 1 para pequenas perturbag¢des das mesmas):

p(r,1) = po(r) +pi(r) e, (5.13)
p(r,1) = po(r)+ pi(r) e, (5.14)
v(r,t) =0+4vi(r)e'™, (5.15)
B(r,) = By(r)+B;(r) e, (5.16)

onde |pi| < po, [p1] < [pol, [vi| < 1 e[Bi| < [By.
Substituindo (5.15) e (5.131) em (5.10) obtemos a condigao geral para perturbagdes

incompressiveis:
V-£=0. (5.17)

Inserindo (5.13) e (5.15) em (5.6) e retendo apenas termos de primeira ordem, obtemos
a equacdo de continuidade linearizada

p1=—& Vpo. (5.18)

Procedendo analogamente, pela substitui¢do de (5.13)-(5.16) em (5.7) obtemos, em or-
dem zero de perturbagao

1
‘U—(VXB()) XB() :J() XB() :Vpo, (5.19)
0

que é simplesmente a condi¢do de equilibrio magnetostatico que exploramos no capitulo
anterior. J4 em primeira ordem resulta a equagdo

1
—p()(DzE:—Vpl—l—‘u—O[(VXB())XB]—I—(VXB])XB()]. (5.20)

Usando a identidade vetorial
V(B()-Bl) = (V X B()) x B — (V X Bl) X B0+(B1 -V)B()-f- (Bo-V)Bl, (5.21)

podemos reescrever a equacdo de movimento linearizada (5.20) na forma

—pow?€ = —VP, +Hi0 (By-V)Bo + (Bo-V)By]., (5.22)
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onde definimos )
Py =pi+—By-B;. (523)
Ho

Linearizando a equagdo (5.8) obtemos
B; =V x (£ xBy) (5.24)
que, para perturbac¢des incompressiveis (5.17), resulta em
B = (Bo-V)§—(£-V)By, (5.25)

onde usamos a lei de Gauss magnética (V-By = 0). Da mesma forma, linearizando
(5.9), resulta que, para perturbagdes incompressiveis

p1=—& Vpo. (5.26)

5.3 Condig¢oes de contorno

No estudo da estabilidade MHD ha dois tipos de fronteiras: entre o plasma e o vacuo, e
entre o vacuo e uma parede sélida condutora. Para empregarmos as equagdes MHD li-
nearizadas na determinagao da estabilidade serd, assim, necessario empregar condigdes
de contorno adequadas nestas fronteiras. Vamos relembrar a notacdo usada no Capitulo
3 para o salto de uma certa quantidade ) através de uma dada fronteira entre dois
meios: interior e exterior.

] = Xext — Yine (5.27)

5.3.1 Lei de Gauss magnética

Seja V o volume de uma “caixa de pilulas Gaussiana” que intercepta a fronteira entre
dois meios. Integrando a lei de Gauss magnética e usando o teorema do divergente

/d3rV-B:?{daB-ﬁ:0, (5.28)
% S

onde S é a superficie da caixa de pilulas e fi é um vetor unitdrio apontando da regido
interior para a exterior (por exemplo, do plasma para o vacuo). Fazendo a altura da
caixa tender a zero, obtemos

fi-B.y —0-Bj,; =0, (5.29)

ou ainda, com a notagéo (5.27)
[f2-B] =0, (5.30)

ou seja, a componente normal do campo magnético é continua pela fronteira.
Considere a regido interior como sendo um plasma em equilibrio MHD. Vimos no
capitulo anterior que, neste caso, as linhas de campo magnético jazem sobre superficies
magnéticas (isobdricas). Como a fronteira do plasma é, ela prépria, uma superficie
magnética, resulta que i-B;,;, = 0, de modo que a condi¢do de contorno simplifica-se
ainda mais:
fi-B.; =0. (5.31)
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5.3.2 Lei de Ampere

Considerando uma “espira amperiana” retangular C que intercepta perpendicular-
mente a interface entre dois meios, podemos integral a lei de Ampere (em meios mate-
riais) ao longo da superficie S (aberta) limitada e usar o teorema de Stokes para escre-
ver:

da(VxH)-i=¢ H-de= [ daJ-n, (5.32)
/s fde= |

onde H é a intensidade magnética e J é uma densidade de corrente que flui exclusiva-
mente na interface entre os meios. Na auséncia desta tdltima, e fazendo a largura da
espira tender a zero teremos

i x He, — 0 X Hj, = [l x B] = 0. (5.33)

Para o vacuo sabemos que B = yoH. J4 o plasma, embora responda a campos
magnéticos, ndo é considerado, em termos da eletrodindmica, como um meio magnético,
assim como um metal [2]. Logo a relagdo entre B e H acima também serd usada para um
plasma. Mesmo assim usamos, por empréstimo da fisica da matéria condensada, os
termos “diamagnetismo” e “paramagnetismo” quando estudamos o efeito do plasma
sobre o campo magnético aplicado). Dessa forma, a condi¢do de contorno (5.33) nos
diz simplesmente que a componente tangencial de B é continua pela interface plasma-
vacuo.

Para a parede metdlica, porém, a relacdo entre B e H pode ser bastante complicada
(para uma substancia ferromagnética é dada pela curva de histerese). No entanto,
considerando um material condutor perfeito (sem resistividade), o campo magnético
B pode ser tomado como sendo igual a zero. Nesse caso a componente tangencial do
campo magnético imediatamente fora da parede é nula.

5.3.3 Lei de Ohm generalizada
No caso da MHD ideal (n — 0) a lei de Ohm generalizada é

E+vxB=0. (5.34)
Multiplicando vetorialmente por fi a esquerda

AxXxE=—-ax(vxB)=(a-B)v— (fi-v)B. (5.35)

5.3.4 Equacao do movimento

Voltando a equagdo MHD do movimento (5.7), e usando a identidade vetorial

V(B*) =2B x (VxB)+2(B-V)B, (5.36)
resulta que, usando a definicdo de derivada material,
B? 1
dt 2u0 ) Mo

Multiplicando escalarmente pelo deslocamento dr e depois fazendo dr tender a zero
obtemos

B2
) (p—l— —) =0, (5.38)
2o
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ou seja, através da interface temos a continuidade da pressdo total (igual a cinética
mais a magnética):

Dext _ 4 Dt (5.39)

5.4 Andlise dos modos normais

No estudo da estabilidade MHD apresentam-se trés métodos para a determinacado da
estabilidade de um dado equilibrio MHD:

e Andlise dos modos normais: estudamos a resposta do plasma a uma perturbagao
infinitesimal do equilibrio com uma dada frequéncia, do ponto de vista de um
problema de autovalores;

e Método da energia: a resposta do plasma implica em uma variagdo da energia
potencial do sistema;

e Problema de condig@es iniciais: estuda-se a resposta do plasma diretamente a
partir da integracdo das equagdes diferenciais do sistema, para um dado conjunto
de condicGes iniciais.

Neste capitulo abordaremos apenas os dois primeiros métodos. Maiores detalhes sobre
o estudo da estabilidade MHD podem ser encontrados em obras especializadas, como
[2,2,2, 7]

7 7 7

Na sec¢do anterior exprimimos uma perturbagao infinitesimal do equilibrio na forma

E(r,1) =&(r)e'™, (5.40)

sendo que a parte espacial satisfaz a equagdo de movimento linearizada (5.22), que
reescrevemos como

pow’¢ =F(§), (5.41)
onde definimos o campo vetorial
1
F(§) = VP _u_o[(Bl -V)Bo+(Bo-V)By], (5.42)

com P; dada por (5.23) e B por (5.25) para perturbagdes incompressiveis.
O campo vetorial (5.99), por sua vez, define um operador linear K agindo no espago
das fungdes £(r) fisicamente admissiveis:

K¢ =—F(¢), (5.43)

de modo que a equagdo de movimento linearizada (5.41) torna-se uma equacgdo de
autovalores para este operador, a saber

A

P’ = —KE, (5.44)

onde ®? é o autovalor correspondente ao autovetor (ou autofuncgao) &(r).
Multiplicando escalarmente (5.44) por £*(r) e integrando em todo o espago de posigdo

temos 3 N
o’ = _M (5.45)

Jd3rpolé*



5.5. ESTABILIDADE DE UM SCREW-PINCH 127

Introduzindo a notagdo de produto interno no espago de fungées

(6.KE) = [ dre'-Re, (5.46)
expressamos o autovalor (5.45) como
,__(&RE)
= _ ) 5.47
YT T pot) 647

O adjunto hermitiano do operador K no espaco de funcdes, denotado por K, é
definido pela seguinte propriedade

(&1,K&) = (R*Sl,sz) : (5.48)

Pode-se mostrar que o operador K é auto-adjunto, ou seja, igual ao seu adjunto hermi-
tiano:

(£1,K&) = (K&, 6). (5.49)

Segundo um teorema bem conhecido da &lgebra os autovalores de um operador
auto-adjunto sdo reais. Portanto, em nosso caso ®* é um nimero real. Se ®* < 0 entdo
® é necessariamente um imagindrio puro, que escrevemos como ® = —i|®|, donde

ot __ e|w|z oo

e
quando o tempo t — . Logo a perturbagdo & afasta o plasma da situagdo de equilibrio
MHD com o passar do tempo e, em consequéncia, 0 modo normal é instavel, sendo
a sua taxa de crescimento exponencial igual a |®|. A rigor, como lembra Miyamoto,
basta que qualquer um dos autovalores @’ seja negativo para termos instabilidade.
O plasma s6 serd estavel se todos os autovalores ®? forem positivos. Resumindo, o
critério de estabilidade sera

®’ < 0, = o modo é instavel. (5.50)

5.5 Estabilidade de um screw-pinch

5.5.1 Perfis de equilibrio

Como ilustracdo do critério de estabilidade (5.50) e também como uma importante
aplicacdo da teoria da estabilidade MHD vamos investigar a estabilidade do equilibrio
MHD de um screw-pinch cilindrico de raio g, tal qual o estudado na se¢do 4.3.3. A
diferenga é que anteriormente fizemos a suposicdo de uma coluna de plasma cilindrica
com uma fronteira bem-definida em r = g, ao passo que agora iremos considerar o caso
de uma fronteira difusa, ou seja, com um perfil de pressdo parabdlico:

p(r) = {Po (1—2—2) ser<a . (5.51)

0 ser>a.
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assim como também uma densidade de corrente que é uniformemente distribuida na
se¢do reta da coluna de plasma:

Jo ser<a
J. = , 5.52
<(r) {O ser>a. ( )

tal que a corrente de plasma é obtida por integragdo como
I, = Joma®. (5.53)

Substituindo (5.52) na lei de Ampeére resulta na seguinte componente azimutal do
campo magnético:

Be, ~
Be(r):{ bag SEr=d (5.54)
By, ser>a.
onde o campo na borda do plasma é
. ~ podoa
Bea = Be (a) = 5 . (555)

Inserindo (5.54) na relacdo de Bennett (4.72) obtemos

d B} B? B}
() = () (520

e que, integrada, resulta em
2

2
proby gy, 557)
Mo 2uo
sendo C| uma constante de integracao.
Como tanto p como By variam com r, podemos dizer que B; serd uma constante, ou
seja, ndo dependerd do raio, de modo que escrevemos

B2 B?
p+—2=C=C——=. (5.58)
Mo Mo

como ilustrado na Fig. 5.4, onde exibimos os perfis radiais da pressdo e das compo-
nentes do campo magnético. Aplicando esta relagdo aos pontos r =0e r = a:

B3(r=0 B3(r=
Ho Ho
e usando (5.51)-(5.54) temos que
Boa = /Potio- (5.60)

Vimos na introducdo deste capitulo que a presenca de uma casca cilindrica condu-
tora exteriormente a coluna de plasma melhora a estabilidade da mesma. Em con-
formidade com essa expectativa, consideraremos a coluna de plasma de raio r = a
sendo envolvida por uma casca condutora perfeita (ou seja, sem resistividade) de raio
r=>b>a.



5.5. ESTABILIDADE DE UM SCREW-PINCH 129

r/a

Figura 5.4: Perfis radiais da pressdo e das quantidades B?/2uy e B/uo para o screw-
pinch.

5.5.2 Quantidades de primeira ordem

A andlise de estabilidade do screw-pinch via modos normais comega por escrevermos a
perturbacdo do equilibrio (5.40) na forma

£(r,1) =£(r,0,7) ™. (5.61)

No caso do screw-pinch hd simetrias tanto azimutal como translacional, de modo que
as grandezas de equilibrio (de ordem zero) ndo dependem nem de 6 nem de z. Su-
pondo uma periodicidade em ambas, as quantidades de primeira ordem poderao ser
expandidas em séries de Fourier nas varidveis 6 e z. Cada modo normal serd identifi-
cado pelas respectivas componentes de Fourier:

E(r,1) = &(r) elmOthaton, (5.62)

onde m é um inteiro e k é o nimero de onda na direcdo z.
Todas as quantidades de primeira ordem dependerdo de 6, z e t da mesma forma
que em (5.65), de modo que podemos, sempre que cabivel, efetuar as seguintes substituigdes:

b , 0 . J .
% — im, a_Z — ik, 3 — 0. (5.63)

Serd conveniente definirmos um vetor de propagacdo da instabilidade como

k=" g+ ke, (5.64)
r
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de forma que (5.65) seja reescrita como
E(r,1) = &(r) Ko, (5.65)

Com o auxilio de (5.64) o gradiente de uma quantidade genérica de primeira ordem
sera expresso como

)
V8~ 4k (5.66)
or

Por exemplo, a condigdo de incompressibilidade da perturbagao (5.17), com o con-
curso de (5.66), resulta em
d&,

or

A contribui¢do em primeira ordem para o campo magnético é dada por (5.24)

ik-&=—

(5.67)

B1:VX(£XBO)

:é,x%(ngO)-Hkx(ngo)

=&, X 3—§ x Bg+ & X %) +i£(k-B0) —iB()(k-E)
— i€ (k- Bo) = i€ (KBo:+ ~Bos ) (5.68)

onde usamos a condic¢do (5.67) e o fato que By, = 0.

Separamos, agora, as componentes r, 6 e z do campo magnético perturbado e as
substituimos na equagao de movimento linearizada (5.22). Ap6s uma élgebra tediosa,
mas rotineira, chegamos a expressao

A+ B(e,x &) = VP, (5.69)

onde definimos (abreviamos B’y = dBgg/dr):

1
4=—pw’+—(By-k)*, (5.70)
Ho
2
B=—""By(By-K). (5.71)
Ho

Aplicando o divergente e o rotacional a expressao (5.69) obtemos

—Bé,- (Vx &) =-V2P, (5.72)
A(V x &) —ikBE = 0. (5.73)

Fazendo o produto escalar de (5.69) com o versor &, e substituindo o resultado das
equacdes anteriores, chegaremos a uma equac¢do de Helmholtz modificada para P;:

B
V2P — Zk*P, = 0. (5.74)
A
Supondo uma solucdo da forma

Py(r,1) = Py(r) e tmoTen), (5.75)
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e substituindo em (5.74), segue que a parte radial satisfaz a seguinte equacdo diferen-

cial )

Fazendo a mudanga da varidvel independente para x = k'x, com

[ B
K=k\/1+=
+ﬂ,

reduzimos a equagdo (5.76) a uma equagdo de Bessel modificada

d’P;  1dP m?
T2t <1+x—2 P =0, (5.77)

cuja solugdo geral é a combinacdo linear das das fungdes de Bessel modificadas de
ordem m, a saber:
Pi(x) = c1ln(x) + c2Kn(x). (5.78)

Desejamos que a pressdo ndo divirja na origem, de modo que é forgoso descartar a
solugao K, fazendo ¢, = 0. Assim

Pi(r)=cily (kr\/ 1+ %) . (5.79)

As componentes radial e polar da equagédo (5.69) sdo obtidas efetuando o seu pro-
duto escalar com os versores €, e &y, respectivamente, o que nos leva ao sistema linear

dP
AL, — BEy = ———, (5.80)
dr
imP,
AL, + By = — lmr L (5.81)
cuja solugdo é
. —1 dPl imP1
F”_,qZJngZ (}Zl P +B . ) (5.82)

5.5.3 Aplicacao das condi¢des de contorno

Temos, agora, que aplicar as condi¢des de contorno nas duas interfaces existentes: (i) a
interface plasma-vacuo em r = a e (ii) a interface vacuo-parede condutora em r = b. Na
Fig. 5.5 representamos esquematicamente a superficie ndo-perturbada r —a = 0, cujo
vetor unitdrio normal é fig = é,. J4 a superficie perturbada é dada pela equagdo

r:a—i_&r(a?e?Z?t)a (583)

e a respectiva normal é dada pelo médulo do seu gradiente
. V(ir—a-§g) ]
= |—o——5 (5.84)
|:’V<r_a_§r)‘ r=a

onde '
& =& (a) e/ mOTRTON), (5.85)
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Figura 5.5: Superficies de contorno perturbada e ndo-perturbada, com as respectivas
normais.

Desprezando termos quadraticos em &, obtemos
fi=fg+hy =F—i (%ée +kéz> E(a). (5.86)

Para aplicar as condi¢gdes de contorno na interface plasma-vacuo, vamos deno-
tar por B, o campo magnético perturbado na regido de vacuo (r > a). Como ndo
existem correntes elétricas fora da coluna de plasma, pela lei de Ampere temos que
V x By, = 0. Portanto tal campo pode ser obtido como o gradiente de um potencial
escalar magnético x: By, = V). Da lei de Gauss magnética decorre que este potencial
deve satisfazer a equacdo de Laplace

VZy = 0. (5.87)
Vamos supor, como de habito, a seguinte dependéncia para o potencial escalar

magnético:
x(x,t) =y (r)e OO, (5.88)

onde a parte radial satisfaz a seguinte equagdo (fazendo a mudanga de varidvel x = kr):

_____(1+m—f)x:o, 589

x

ou seja, novamente recaimos na equagdo de Bessel modificada, cuja solugédo geral é
xX(r) = c3Ln(kr) + c4 Ky (kr). (5.90)

Tomando seu gradiente temos que

By =k [c30'yu(kr) + caK'(kr)] & + ik, (5.91)
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onde os primos denotam derivagdo em rela¢do ao respectivo argumento.

A parede é supostamente uma casca metdlica de raio r = b com condutividade infi-
nita, donde o campo magnético em seu interior é nulo. Usando a condigao de contorno
(5.92) na interface vacuo-parede temos

& B (r=0b) =0, (5.92)
que, em vista de (5.91), leva-nos a
c3l' (kb)) + c4K' (kb)) = 0. (5.93)

Levando em conta que a a interface plasma-vacuo é a prépria fronteira do plasma,
aplicando a condic¢do de contorno (6.62) temos que

fi-B, = (fp+fi) (Byo+By) =0 (5.94)
Desprezando termos de segunda ordem teremos
fig- B, +10;-B,o=0, (r=a). (5.95)
Substituindo (5.86) e denotando By, = Bog(r = a) obtemos
C3kI (k) + cakK' py(ka) = i (%B% + kBoZ> . (5.96)

Resolvendo o sistema formado por (5.93) e (5.96) resulta que as constantes de integracdo
em (5.90) sdo

K u(kb)

c3 = — T (kD) 4, (5.97)
_i&(a) /m

Cq4 = W (ZBaa —|—kB()Z> y (598)

onde definimos a seguinte quantidade

Iy (ka)K',, (kb)

I’y (kb)K'  (ka) (5.99)

f=1-

Caso nado houvesse a parede condutora, poderiamos fazer o limite » — o em todas
as férmulas anteriores. Usando as expressdes assintéticas para as fun¢des de Bessel
modificadas, pode-se mostrar que f — 1 neste limite [29].

Aplicando, agora, a condicdo de contorno (5.39) relacionada a equacdo de movi-
mento temos, na interface plasma-véacuo, que

B2 B?
VY —p4+— r=a). 5.100
AT (r=a) (5.100)

Dentro e fora do plasma, respectivamente, mas nas vizinhancas da interface, temos
que

B>=B3+2By-B;, (r=a+¢&) (5.101)
B2=B%+2By-B,;, (r=a+&)), (5.102)
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onde desprezamos termos de segunda ordem. No mesmo espirito, podemos expandir
B} e B2, em série de Taylor nas vizinhangas de r = a, 0 que resulta em

B’ Bj(a) ( 0 B} ) 1

210 B to (@) 55 ) T -Bola)Bila), 5.103
<2ﬂ0)r:a+§r_ 2uo EJ (a) or 2u0 r=aq MO O(a) 1(a) ( )

B2 BZO(a) N (8 Bzo) 1

40 = T @iy, )t Bol@)-Bifa). 5.104
(Zuo),_a+§r+ 2uo s @\a 210/ =y MO o(a)-Bi(a) (5.104)

No mesmo espirito, expandimos a pressdo dentro do plasma, porém muito préximo
a sua fronteira:

_ _ 0
pla+e)=mi@+8 @( D) +pia)+e.. (5:105)
Substituindo (5.103), (5.104) e (5.105) em (5.100) chegamos a importante expressao
B2)(a) o B2, 1
2—'110 + ﬁr(a) (E‘ 2/1())a + ‘U—OBVQ(LZ) . Bvl (Cl) = po(a) + (5106)

Ho

2 a 2
S @ (52) +m@+ 280550+ Bola) Ba(a)

5.5.4 Relacao de dispersao

Os campos magnéticos ndo-perturbados dentro de fora do plasma sao dados por (5.54),
ao passo que a pressao ndo-perturbada é dada por (5.51). Substituindo-os, bem como
as suas derivadas radiais, em (5.106), obtemos

1 1
—B,o(a) -Byo(a) = —Bo(a) -Bi(a) + pi(a) (5.107)
Ho Ho
O campo magnético perturbado é dado por (56.91), donde
] 1
yio (k-Boy), [c3lm(kr) + caKm(kr)] = o Bo(a) -Bi(a) + pi(a) (5.108)

onde os coeficientes sdo dados por (5.97) e (5.98). De (5.23) temos que
1
Pi(a) = pi(a) +y—0Bo(a) ‘Bi(a), (5.109)

donde obtemos, finalmente, a expressao

— (k'BOV)Zgr(‘ﬂ ( ) . K/m(kb)
wokK m(ka)f | T (kb)
Usando o resultado (5.79) obtemos

Pi(a) = c1ly, (ka,/u%). (5.111)

onde o indice a significa, como de habito, que as respectivas quantidades devem ser
determinadas no ponto r = a. Da mesma forma, de (5.82) tiramos

& (a) = %_Tlgg {ﬂa (%)j%impé(a)} (5.112)

Im(ka)} = Pi(a) (5.110)
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Figura 5.6: Instabilidade de dobra com grande comprimento de onda.

Derivando (5.79) em relacdo a r e calculando em r = a resulta que (5.110) pode ser
reescrita na forma

(k- Bo,)3E/(a) K, (kb)
_m[ m(ka) — 7,1 (kD) Im(ka)} X (5.113)

B2y (kay) im
— Aky |14 2 My
[ Aa + a2 Iy(kay) a

onde ® aparece implicitamente na definicdo dos termos 4 e ‘B, dadas por (5.70) e (5.71),
respectivamente.

Podemos, assim, interpretar (5.113) como uma relacdo de dispersdo, a qual é uma
equacao transcendente cujas raizes correspondem aos autovalores temporais da perturbagao
o. Infelizmente a equagdo (5.113) ndo tem solugdo analitica exata. Podemos resolvé-la
numericamente para quaisquer conjuntos de parametros, mas é interessante abordar
um caso onde é possivel obter uma solucdo analitica aproximada. Este caso corres-
ponde a instabilidades com um grande comprimento de onda, o que é usualmente
verdadeiro para instabilidades de dobra.

Consideremos uma coluna de plasma de raio a que dobra-se na forma de uma onda
com comprimento de onda A = 2n/k [Fig. 5.6]. Na aproximacdo de grande compri-
mento de onda A > a ou seja ka < 1. Da mesma forma, se a casca condutora (em r = b)
estiver suficientemente proxima da coluna de plasma, podemos considerar kb < 1.
Estas aproximagdes nos habilitam a empregar as formas assintéticas das fungées de
Bessel modificadas [?]

:ﬂg—f—ﬂgv

27’71

K,(x) =~ 2" 'T(m)x™, (m#0,x<1) (5.115)
Ko(x) ~ —In (%C) ~0,5722..., (x<1) (5.116)

de forma que, apés uma algebra um pouco trabalhosa, a relacdo de dispersdo assume

a forma
2m

(k-By,)?
1o

1+ (

1=(3)

| (Aa+iBs) = A; + B (5.117)

SR (IR
~—
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Usando, agora, (5.70) e (5.71) para calcular 4, e B,, respectivamente, podemos re-
escrever a relacdo de dispersdo (no limite de grandes comprimentos de onda) numa
forma em que as frequéncias aparecem de forma explicita:

282 kaB ) ( kaB )2{ a Zm} -

2 Oa 0z 0z

0 =— m-+ — | m+ 1—(-= 5.118
yop0a2 { ( Bo, Bo, (b) ( )

Para valores fixos de m e k, a quantidade ®? pode ser negativa dependendo dos
valores relativos de a/b e da razdo By;/Bg,. Usando o fator de seguranga cilindrico
definido em (6.18) para os campos ndo-perturbados temos

ge(r) = zf;‘;‘; (5.119)
onde L é o comprimento da coluna de plasma. Na sua fronteira teremos, pois,
ge(a) = %ﬁ?, (5.120)
de forma que a rela¢do de dispersdo ainda pode ser escrita como
W = ZBgaz {(m +kLge(a)) — (m+kLge(a))? {1 - <9> 2’"1 h } (5.121)
HoPoa b

5.5.5 Analise da estabilidade

Como vimos anteriormente, o equilibrio MHD serd estével se todos os autovalores ®?
forem positivos. Caso algum ®* < 0 o equilibrio j& é considerado instavel. De (5.121)
temos que a condigdo para que o equilibrio seja instdvel é a de que o termo entre chaves
seja positivo, ou seja,

1

(m+kLge(a)) — (m+kLge(a))? {1 - (g)zm} S0 (5.122)

que podemos escrever como uma inequagdo quadrética na variavel y = m+kLq.(a)
x> —2y <O0. (5.123)
Da élgebra elementar sabemos que as solugdes de (5.123) devem estar entre as raizes
X1 =0ex1 =2, ouseja
a 2m
m—1+ <E> < —kLge(a) <m (5.124)
E importante observar que, se m = —kLq.(a), a relacao de dispersao (5.121) fornece
® = 0. Para interpretar este resultado, lembramos que a perturbagdo na coluna de
plasma tem uma dependéncia do tipo expli(m6 + kz+ r)], de modo que ® = 0 significa

que a perturbagdo ndo se altera com o tempo neste caso. Além disso, como o fator de
seguranga é dado por (6.18) temos

Lg.(a) = <Z—g> — —%, (5.125)
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Figura 5.7: Taxa de crescimento (quadrética) da instabilidade de dobra em funcdo do
parametro —kLq.(a) para alguns valores de m. Usamos que 1/b =0,8.

sobre a superficie r = a, de sorte que md6 + kdz = 0. Portanto a perturbagdo também
ndo se altera com 6 e z, ndo sendo portanto distorcida. Dizemos, neste caso, que a
perturbacdo é ressonante com as linhas de campo magnético sobre a superficie r = a.

A taxa de crescimento do modo de dobra com m qualquer é 0|, tal que |®?| = —®?.
Vamos chamar ¥ = —(uppoa®/ 2B§a )®? a taxa quadrética de crescimento, e X = —kLq.(a).
Com estas abreviagdes a relacdo de dispersao fica

Y = (m—X)— (m—X)? {1— (g)zm]l, (5.126)

cujo gréafico é uma pardbola com a concavidade para baixo, passando pelos pontos
(m,0) e (Xo,0) [Fig. 5.7], onde
a

2m
onm—A:m—1+<Z) .

A regido de instabilidade do modo de dobra é o trecho hachurado correspondendo
ao interior da parabola limitado pelo eixo horizontal. A largura desta regido serd A, de
modo que, quanto mais préxima a casca condutora estiver do plasma (b 2 a) menor
serd o fator A e tanto mais estreita sera a regido de estabilidade [Fig. 5.7]. Isto ilustra de
forma quantitativa o efeito estabilizador da casca condutora sobre a coluna de plasma,
ao qual nos referimos no inicio deste Capitulo. O valor maximo da taxa de crescimento
pode ser obtido a partir de (5.126), tal que a frequéncia a ela correspondente seja dada

por
2 B ga a\2m
Wpax = 2,“0—[)()02 {1 (Z) :| (5127)
Outra conclusdo que podemos tirar da Fig. 5.7 é a de que, para uma razdo a/b fixa,
quanto maior o valor do ntimero inteiro m, maior serd a taxa de crescimento da instabi-
lidade, ainda que menor seja o intervalo de valores de kg.(a) para isso. A instabilidade
de dobra mais problemaética é aquela para a qual m = 1. O intervalo de valores para
que ela ocorra é

<%>z < —kLge(a) < 1. (5.128)
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Se —kL =1 e b — oo (auséncia de casca condutora) temos que 0 < g.(a) < 1 para que o
modo seja instavel (limite de Kruskal-Shafranov) [32]. Portanto, para que nado haja esta
instabilidade, devemos ter a condigdo ¢.(a) > 1. De (5.120) temos, entdo, que deve ser
satisfeita a desigualdade

Bou < %BOZ. (5.129)

Supondo, como é habitual, um campo uniforme na dire¢do z com médulo By e usando
Boq = tol,/2ma, onde I, é a corrente de plasma, a condigdo (5.129) representa uma
limitagdo para a mesma:
27'561230
poL
Por exemplo, se By ~ 1T, a ~ lm e L ~ 10m, a corrente de plasma ndo pode ser maior do
que 0,5MA. Do ponto de vista da fusdo termonuclear controlada, esta é uma limitacdo
bastante séria, pois a poténcia de fusdo depende crucialmente da corrente de plasma,
que ndo pode - como vimos - ser aumentada ilimitadamente.

I, < (5.130)

5.6 O principio da energia

5.6.1 Forma geral

Na andlise dos modos normais nés trabalhamos com uma perturbagado da forma (5.40),
que associamos a uma velocidade

v= aa—f = iof, (5.131)

de forma que a perturbagdo corresponderd a uma variacdo na energia cinética do
plasma, dada por

1 1
8T = E/cl3rpov2 = §/d3rpo(02|€|2- (5.132)

Como, na equagdo do movimento (5.41), o campo vetorial F(£) tem dimensodes de
forca, podemos associar a perturbagdo a uma varia¢do na energia potencial do sistema

(¢,Ke), (5.133)

| =

1
W — —E/d3r§-F(£) -

onde usamos a defini¢do (5.46). Multiplicando a equacédo de autovalores (5.44) por £*
e integrando em todo o espaco obtemos

[ @rpoc?lgl = - (€.Ke).

ou seja
OT = —oW. (5.134)

Se W é negativo, entdo 67 > 0, e havera um aumento na energia cinética do plasma,
significando que a perturbagdo leva a um deslocamento que se propaga: o equilibrio
MHD serd, portanto, instavel. De forma similar, se W é positivo, entdo 87 <0 e a
energia cinética ird diminuir, levando a um decréscimo na propagacado da perturbacao,
o que torna estavel o equilibrio MHD. Numa interpretacdo termodinamica, encarando
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Figura 5.8: Instabilidade de Rayleigh-Taylor numa interface dgua-6leo.

W como a variagdo da energia livre do sistema, caso 6W < 0 entdo haverd energia
cinética disponivel para alimentar esta instabilidade. Do ponto de vista rigoroso, pode-
se mostrar que W < 0 é uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma
instabilidade MHD [31]. Uma prova da suficiéncia pode ser encontrada em [30].

O principio de energia é também utilizado para fluidos de maneira geral, e pode
ser ilustrado de maneira bastante eloquente pela chamada instabilidade de Rayleigh-
Taylor [30]. Consideremos um recipiente contendo uma certa quantidade de 6leo (com
densidade p;) e, acima dela, o mesmo volume de 4gua (com densidade p; > p;), com
uma interface plana entre os dois [Fig. 5.8(a)]. Este sistema, embora em equilibrio
hidrodindmico, é altamente instdvel a qualquer perturbacdo na interface do sistema,
que é amplificada com o tempo [Fig. 5.8(b)], de maneira que o sistema finalmente
atingird nova situacdo de equilibrio, s6 que com a camada de 6leo acima da de dgua
[Fig. 5.8(c)]. Na situacdo inicial a energia potencial gravitacional do sistema é

2
Wi="2% (p2+3p1), (5.135)

onde //2 é a altura de cada camada, S a drea da segdo reta do recipiente e g a aceleragdo
da gravidade. Ja na situacdo final a energia tem a mesma expressdo, com p; substituido
por p2 e vice-versa, de modo que a variacdo da energia potencial serd

SW =Wy —W; = (p2 — p1)h*Sg < 0, (5.136)

ja que p2 < p1, de modo que a configuracdo de equilibrio inicial é, de fato, instavel.

5.6.2 Principio da energia na MHD

Voltando, agora, para o caso do equilibrio MHD, escrevemos o campo vetorial (5.99)
na seguinte forma

1
F(E):Vpl_ILTO[BOX(VBI)—(VXBo)XBl], (5.137)
onde B; e p; sdo dadas por (5.24) e (5.26), respectivamente. Da lei de Ampere

1
Jo= —V x By, (5.138)

Ho
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de modo que, fazendo o produto escalar de (5.137) com a perturbagdo £ e substituindo
o resultado na expressdo (5.133) obtemos

28W:/d3r§-Vp1 +”io/d3r(ngo).(vxBl)—/cPrg-(JoxBl) (5.139)
T 7 ’

Usando a condi¢do de incompressibilidade (5.17) e o teorema do divergente resulta
que o primeiro termo da expressdo acima é

[= fdaplg-ﬁ, (5.140)
S

onde S é uma superficie fechada que envolve o volume V. Abrindo o produto vetorial
no termo II e somando o termo identicamente nulo —(By-B;)(V - &) obtemos, apds nova
aplicacdo do teorema do divergente

nzﬁda(Bo-Bl)g-ﬁJr/d%[vX (€ x By))%, (5.141)

onde foram desprezados termos de ordem superior. Inserindo (5.140) e (5.141) em
(5.139) temos para a variagdo da energia potencial do plasma a seguinte expressao

SW — %yidaplg-mzl%/d%[v « (£ X Bo)? —/d3r'g-(Jo xBy). (5.142)

5.6.3 Coluna cilindrica de plasma

Vamos aplicar o principio de energia na MHD para estudar a estabilidade de uma
coluna cilindrica de plasma de raio a, envolvida por uma casca condutora de raio b
[Fig. 5.9]; problema este que ja abordamos do ponto de vista do método dos modos
normais. Escrevemos, como antes, o campo magnético na regido de vacuo como B, =
By, + By, onde By, = (0,Bo,0(r),Boy;) € Bj, =V x Aj.

Aplicando a condigdo de contorno (5.35) na interface plasma-vacuo em r = a temos,
em primeira ordem, que

n x Elv = —nx (Vz X B()V) = (fl-Vl)Bov, (5.143)

onde usamos a lei de Ohm generalizada (5.34) e fi = €,. Lembrando de (5.131) e que as
derivadas em rela¢do ao tempo sdo substituidas por i® em todas as expressoes, a lei de
Faraday em primeira ordem fornece

VxE;, = —ioB;, =V xAj, (5.144)
donde E|, = —i®wA, e (6.69) fica
n x A] = _anBO\u (5.145)

A

onde abreviamos &, = £ - fi.
Fazendo o mesmo na interface vdcuo-parede em r = b, teremos

fxA; =0, (5.146)
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Figura 5.9: Superficies de contorno para uma coluna cilindrica de plasma.

onde admitimos que a casca é um condutor perfeito, razdo pela qual o campo elétrico
em seu interior é nulo. Além disso, supomos que o condutor, mesmo metdlico, ndo
tenha propriedades magnéticas que alteram significativamente o resultado.

Aplicamos, agora, a condi¢do de contorno que envolve o equilibrio das pressdes
cinética e magnética na fronteira do plasma. Usamos, para isso, (5.106) e reescrevemos
as derivadas radiais como d/dr = (ii- V), donde

Bjy(a) . o (B 1 _

ol —|—§n(a)n-V(2—y?)>a + = Bio(a)Bu(a) = pola)+ (5147)
2 a 2

£ (@) Vg 1@+ o) 48 (-9 (52 ) + Bala) Bifa)
HO HO /), MO

Em ordem zero os termos sublinhados se anulam. Em primeira ordem, multiplica-
mos os termos remanescentes por ,(a) e integramos na interface plasma-vacuo S:

R B} B’ 1 B
jgda&%(a)n . V(po+ 2—;’0 — 2—/&) + ‘u—ojidaén(a)Bo(a) ‘B (a) =
- j[da&n(a)pl (a)+ 1 %daﬁn(a)Bvo(a) -By1(a). (5.148)
S Ho JS

A integral no dltimo termo do segundo membro da equacdo acima pode ser rees-
crita, usando (6.70), como

?{daén(a)Bvo(a) By (a) = —}I{da (BxA)-(VxA)= fdaﬁ. (VX A1) xA;] (5.149)
S S S

Sendo X a intervace vacuo-parede, S; = SUG é uma superficie fechada que en-
volve a regido de vacuo ¥ (supondo o cilindro infinitamente longo podemos ignorar a
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contribui¢do das suas bases). Usando o teorema do divergente

/q/d%v- (VXA XA = [ dSi-[(VxA) x Al = (5.150)

—/daﬁ-[(VxAl) xAl]—l—/daIil-[(VxAl) < Al]
S Y

de modo que, em vista da condi¢do de contorno (5.146),

fsdaan(a)svo(a) Byi(a) = — /q/d%v- (VxA;) x Al +

édam- (V> Ar) x Al = —/q/d3rA1 (VXA x A+
=0
/q/d3r(V < A)-(VxA). (5.151)

Na regido de vacuo a lei de Ampeére fornece
VxB,=Vx(VxA)=V(V-A;)—V?A; =0, (5.152)

Usando a condi¢do de gauge de Lorenz V-A; = 0 [20], chegamos a uma equagdo de
Laplace vetorial
V2A; =0, (5.153)

de modo que
A [Vx(VxA])]=—-A;-V?A; =0,

o que simplifica (5.151):
é da&,(a)Byo(a) - Byi(a) = /q/d%(v < A1) (5.154)

Substituindo este resultado em (5.148)

2 o B B\ L B () —

fraagi@n-v (p+ 52 =52 ) 4o du @Bo(a) B (a) =

—fda&n(a)pl(a)—l—i/ Br(V x A (5.155)
S Ho JV

Com este resultado, a integral da energia (5.139) fornece

SWZZL‘UO/TCﬁr lvx(vaBo)]z_g.Jox[Vx(ngO)] +

7 =1
1 3 2 2 \a By B
— | d’r(VxA)) +7{da§n(a)n~v pot+——-] . (5.156)
Mo Jv e —— Js 2u0 20/,
=III ~ ~~ -
—Iv

onde o simbolo P representa a regido ocupada pelo plasma.

Pelo principio da energia, se 3W < 0 a perturbacéo é instavel [31]. Assim, os termos
positivos em (5.156) sdo “estabilizantes”, enquanto os termos negativos sdo “instabili-
zantes”. Por exemplo, o termo / é sempre positivo, portanto € estabilizante. Ja o termo
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Figura 5.10: Interface plasma-véacuo.

II é tipicamente negativo, sendo associado as chamadas instabilidades produzidas por
correntes (“current-driven instabilities”). O termo /11 também é sempre positivo (esta-
bilizante), ao passo que o termo de superficie IV pode ser positivo ou negativo, depen-
dendo de By e By,.

Na anadlise que fizemos, admitimos que as perturbag¢des sdo sempre incompressiveis,
ou seja, tais que V- £ = 0. No caso mais geral, pode-se mostrar que devemos acrescentar
a integral da energia (5.156) o seguinte termo [32]

[ &€ Vpo+1po(V -] (V). (5.157)

o qual, caso seja negativo, estard associado as chamadas instabilidades produzidas
pela pressdo (“pressure-driven instabilities”). Adicionando (5.157) a (5.156) a integral
da energia pode ser reescrita como

SW = 8W, + W, + W, (5.158)
onde
Wy = o [P E VI n(V-El(V-6)+ (5159)
+ (VX (ExBo)P —&-Jo x [V x (€ x Bo)| |
SW, = édaﬁ%(a)ﬁ-V(po+2B—‘li—§—‘l%)a (5.160)
W, = —yio q/d3r(V><A1)2 (5.161)

A integral de energia (5.158) pode ser usada para estudar a estabilidade dos modos
de dobra, como fizemos na se¢do anterior com o método dos modos normais [32].
Uma outra aplicagdo, bem menos trabalhosa, é um plasma com pressdo uniforme e
localizado no semi-espago infinito x < 0 [33]. O plasma estd confinado por um campo
magnético By que se anula na regido x < 0. Nesse caso a corrente de plasma devera
fluir na interface plasma-vacuo [Fig. 5.10].
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N

Figura 5.11: Instabilidade de intercambio.

Se po é uniforme, entdo (£-V)po = 0 no interior do plasma. Como By = 0 teremos
entao

1
W, — —/d3 v.£)? 5.162
» 20 o ryYpo(V-§) ( )
B2
W, — fdagz(a)ﬁ-v(—vo) (5.163)
S 2/10 inter face
W, = 1 d3r(V xAp)? (5.164)
o Jv

Como W, > 0 e dW, > 0, entdo esta configuragdo serd estavel se 6W; > 0. Como
i = &, na interface plasma-vacuo em x = 0, temos que

para que a configuragdo seja estdvel. Em outras palavras, é necessdrio que o campo
de vacuo aumente sua intensidade com a distancia x a interface. Este é o conceito de
“estabiliza¢do no campo minimo”: o confinamento de um plasma usando um campo
magnético que aumenta com a distancia ao plasma.

5.7 Instabilidade de intercambio

Outra importante aplicagdo do principio de energia é a chamada instabilidade de in-
tercAmbio (“interchange”), que equivale a instabilidade de Rayleigh-Taylor no con-
texto da MHD ideal. Consideremos uma coluna cilindrica de plasma na qual o fluxo
magnético esteja contido originalmente dentro da coluna de plasma, e préximo a sua
fronteira. Supomos, agora, que o fluxo seja deslocado de modo que parte dele fique do
lado de fora da fronteira (regido 1 na Fig. 5.11). Este fluxo desloca-se para preencher
a depressdo que fica na fronteira (regido 2 na Fig. 5.11). Podemos dizer que hd um
intercAmbio entre o fluxo magnético e a pressado cinética entre as regides 1 e 2.
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5.7.1 Variacdo na energia interna

Vamos analisar a instabilidade de intercambio através da aplicagdo do principio de
energia, considerando que ha duas contribuicdes para a energia do plasma: a sua ener-
gia interna W), e sua energia magnética W,,. No capitulo 2 vimos que a energia interna
especifica (por unidade de massa) do plasma é dada por (2.201). Considerando uma
massa unitdria, e lembrando que o volume especifico é V = 1/p, teremos

pV
y—-1

= (5.165)

Na situacdo inicial mostrada na Fig. 5.11 as regides 1 e 2 podem ser encaradas
como tubos de fluxo, cada qual com uma pressdo e um volume especifico, de modo
que a energia interna correspondente é

V V.
_ b1 1_|_P22

= , 1
= Ty (5.166)

Depois de fazermos o intercimbio entre as regides 1 e 2 (ou seja, trocar V, por V; e
vice-versa) teremos

/ /
PiVi  paVe

= . 5.167
Considerando que o intercimbio é um processo adiabatico, temos que
o\ ! Vi’
I /= — . 5.168
P p2<vl) , o Pa p1(V2) (5.168)

Substituindo (5.168) em (5.167) temos que a variacdo de energia interna do plasma é

1 1— 1—
W, =W, —W, = —— vV, Y vV, T —p Vi — poVs | 5.169
p rf pi v—1 \p2 zvl J‘I‘{?l 1‘,2 ) P1Vvi pZIHZ ( )
=] =JI =

Escrevemos as variagdes na pressdo e no volume especifico como quantidades de
primeira ordem, ou seja,

p2 = pi1+9p, (Op < p1), (5.170)
Vo, = Vi+0p, 8V <« Vp), (5.171)

de modo que, desprezando termos de terceira ordem ou superiores,

1
I = p1V1—|—Yp15V+V18p+75p8V+Y(YZ )%(SV)Z, (5.172)
1
1
0 = p1V1+(1—'y)p15V+w%(5V)2, (5.173)
1
HI = pVi+pidV +Vidp+8pdV. (5.174)

Inserindo estas expansdes em (5.169) resulta que a variacdo da energia interna do
plasma é

W, = Spdv +y%(5V)2. (5.175)
1
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Figura 5.12: (a) Tubo de fluxo magnético; (b) Tubo anelar. (c) Linhas de campo
magnético e equipotenciais magnéticas na regido de vacuo.

5.7.2 Variacdo na energia magnética

Sabemos que a energia magnética é dada pela integral da sua densidade sobre o vo-
lume de um tubo de fluxo

Wy, = / ry / s 2 - (5.176)

onde S é a drea da secdo reta do tubo de fluxo (ndo necessariamente uniforme) e d¢ é
um elemento de comprimento ao longo das linhas de campo que delimitam o tubo de
fluxo [Fig. 5.12(a)].

No contexto da MHD ideal podemos usar o teorema de Alfvén, visto no Capitulo
3, que nos assegura ser o fluxo magnético uniforme ao longo de um tubo de fluxo. Em
outras palavras o fluxo magnético é & = [B-fidS = BS em qualquer ponto do tubo de
fluxo, cuja energia magnética serd portanto

dr rdv
W,=— [ —. 5.177
n=50ls ( )

Na configuracdo inicial (antes do intercdmbio), a energia magnética é

dt @5 rdl
= =4+ = [ = 5.178
= [ 5t [ (5.178)
ao passo que, apds o intercAmbio entre as regides 1 e 2 da Fig. 5.11,
dl @3 rdl
Winp = —4+ 2| = (5.179)

2028 T2 1 ST

A variagdo da energia magnética, no caso mais simples onde os fluxos sao iguais
(P = Dy) é W, = Wyr — Wy = 0, razao pela qual a variagdo total de energia reduz-se
apenas a variacdo da energia interna, ou !

SW = W, + W), _5p6v+y (SV) (5.180)

Na verdade, o caso ®; = ®, é o mais perigoso possivel do ponto de vista da estabilidade.
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A condigdo para que a configuracao seja estavel é a de que W > 0, donde (5.180) indica
que a condicdo - suficiente porém ndo necessaria - de estabilidade é

SpdV > 0. (5.181)

5.7.3 Curvaturas boa e ruim das linhas de campo
Como o volume do tubo de fluxo é
v:/scw:cp/%f, (5.182)

a condicdo de estabilidade (5.181) fica
5pd / dg > 0. (5.183)

Nos perfis que temos utilizado, tanto no Capitulo anterior como neste, a pressao
sempre decresce com o aumento de r, de modo que podemos supor 6p < 0 do centro
para a periferia da coluna de plasma. Assim, a condigdo de estabilidade reduz-se a

dl
5 / < <0, (5.184)

No vacuo (ou, em geral, em um plasma com baixos valores de ) ndo ha correntes
elétricas, entdo o campo magnético pode ser escrito como B = Vy, onde y é o potencial
escalar magnético. Entdo B-dl = Vy -dl = dy. Como o elemento de comprimento
é escolhido ao longo das linhas de campo, entdo Bdl = dy. Integrando entre duas
equipotenciais (superficies de ) = const. [Fig. 5.12(c)] temos

b b
/ Bdl = / dy, = x(b) —x(a) = const.

donde a integral |, f Bd/ tem o mesmo valor seja qual for o caminho de integragdo esco-
lhido. Vamos considerar duas linhas de campo, ou seja, dois caminhos infinitamente
proximos [Fig. 5.12(c)]. Teremos que Bjd¢; = B»d{>, de sorte que

O(Bdl) = Bydly — B1d{; = 0.

Concluimos que

ey 1\ 8(Bdl) I
s(E)_Bdes<ﬁ)+ b —Ba’ES(E),

o que torna a condicdo de estabilidade (5.184)
dve dve 1
S/E _ /5 (§> _ /BdES (ﬁ) <0 (5.185)

_ / zg—fdz <0 (5.186)

ou ainda
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Figura 5.13: (a) Linhas de campo magnético com curvatura positiva e negativa. (b)
Definigdo dos vetores unitarios para uma linha de campo.

Para interpretar fisicamente a condi¢do (5.186) vamos considerar a configuragdo
mostrada na Fig. 5.13(a), onde hd um campo magnético na regido de vacuo tal que as
linhas de campo tem trechos com curvatura negativa (R. < 0) e outros com curvatura
positiva (R, > 0), em relacdo ao eixo do sistema. Esta é uma situacdo bastante comum
em sistemas do tipo garrafa magnética. Usando a equagéo (3.26) do Capitulo 3, o termo
associado com a tensdo magnética ao longo das linhas de campo ¢, pelas férmulas de
Frenet-Serret, dado por

B2 B2os \ 2 R.’
onde fi é o versor normal a linha de campo em um ponto arbitrério situado a distancia

s de um ponto de referéncia [Fig. 5.13(b)]. Caso B? varie pouco ao longo da linha de
campo teremos simplesmente que

! (B-V)B:BI J (Bz)+£ (5.187)

1 il
—(B-V)Br —.
Bz( ) R,
de modo que
1 OB 1
—(B-V)B|~ o = ——
Bz( ) Bor R’

onde o sinal negativo foi introduzido para compatibilizar a relagdo com a convengao
de sinal para o raio de curvatura da Fig. 5.13. Assim

OB or  t

BT R OR
onde é a distancia entre duas linhas de campo préximas [Fig. 5.12(b)]. A essa distancia
associamos um tubo de fluxo de raio r e espessura ¢, cuja drea da segdo reta é S =
(2mr)t, de modo que o fluxo pelo tubo seja & = B(2nr)t. Substituindo o valor de ¢ assim
estimado na condicdo de estabilidade (5.186), e supondo o fluxo magnético uniforme
ao longo da linha de fluxo, chegamos finalmente a condicdo de estabilidade escrita
numa forma de f4cil interpretacao:

dl
c
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Caso o raio de curvatura seja negativo (lado “cdncavo”) a condicdo de estabilidade
é satisfeita e a coluna de plasma é estdvel em rela¢do ao intercAmbio dos tubos de fluxo.
Como R, < 0 é um fator estabilizante, dizemos que hd uma curvatura “boa”. Ja se o raio
de curvatura seja positivo (lado “concavo”) temos um fator desestabilizante, e portanto
serd uma curvatura “ruim”. No caso geral, nés analisamos o gradiente de pressdo na
coluna de plasma: se o sinal do raio de curvatura se opde ao sinal do gradiente, é uma
curvatura boa, caso contrdrio é uma curvatura ruim.
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Capitulo 6

Equilibrio MHD em Sistemas com
Simetria Axial

No capitulo anterior apresentamos equilibrios MHD com simetria translacional, nos
quais as equagdes MHD referem-se apenas a uma coordenada espacial que, no caso
de coordenadas cilindricas-I (r,6,z), é a coordenada radial r. Para tais equilibrios as
grandezas fisicas ndo dependem das demais coordenadas (theta,z). Por esta razao, tais
equilibrios sdo chamados unidimensionais [34]. De maior interesse para aplicacdes
em fisica de plasmas, tanto de fusdo como astrofisicos, sdo os equilibrios com simetria
axial, para os quais existe uma tinica coordenada ignoravel.

Por exemplo, usando coordenadas cilindricas-II (R,Z,9), a coordenada ignoravel é
¢, de modo que as grandezas fisicas dependem das coordenadas (R,Z). Por isso tais
equilibrios sdo chamados bidimensionais. Por extensdo, equilibrios tridimensionais
sdo aqueles que ndo tém coordenadas ignordveis, mas estes ndo serdo objeto de estudo
aqui. Neste capitulo iremos desenvolver a teoria dos equilibrios MHD com simetria
axial usando explicitamente o conjunto de coordenadas cilindricas-II, o que nos levara
a equagdo de Grad-Schliiter-Shafranov.

6.1 Superficies magnéticas toroidais

A condicdo fundamental para o equilibrio MHD ideal é a igualdade entre a forca de
pressdo, que tende a expandir o plasma, e a forca magnética, a qual tende a comprimi-
lo. Matematicamente temos

Vp=JxB, (6.1)

o que implica em
B-Vp=0, (6.2)

ou seja, as linhas de campo magnético jazem sobre superficies de pressdo constante,
que chamamos de superficie de fluxo ou superficies magnéticas. Como J-Vp =0, as
linhas de corrente também devem jazer sobre supertficies magnéticas.

Uma condigdo necessdria, embora ndo suficiente, para o confinamento magnético
de plasmas é a existéncia de superficies magnéticas fechadas. As linhas de campo
magnético jazem sobre tais superficies. Um teorema devido a Hopf, afirma que se um
campo vetorial limitado e diferente de zero jaz sobre uma superficie suave, entdo tal
superficie deve ter a topologia de toros [?]. Considerando B(r) (ou J(r)) como o campo
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Z 4 linhas de forca do campo
magnetico

-
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toroidais

Figura 6.1: Superficies magnéticas toroidais e linhas de forca do campo magnético

vetorial, decorre desse resultado que as linhas de campo magnético devem jazer sobre
superficies magnéticas toroidais.

A superficie magnética degenerada (de volume nulo) é o eixo magnético. O eixo de
simetria dos tordides sera denominado eixo maior, e a coordenada azimutal ¢ € [0,2n)
sera dita dngulo toroidal [Fig. 6.1]. A simetria axial implica em que as quantida-
des fisicas relevantes ndo dependem do angulo ¢. Por exemplo, a pressdo p - que é
constante sobre cada superficie magnética - é tal que dp/dd = 0. Outras quantidades
também podem ser usadas para caracterizar as superficies magnéticas toroidais, que
chamaremos genericamente de “quantidades de superficie”. Além da pressao, o vo-
lume limitado por uma superficie toroidal também serd uma quantidade de superficie.

Outras quantidades podem ser definidas a partir de fluxos do campo magnético e
da densidade de corrente, levando em conta diferentes superficies de se¢do. Vamos
considerar uma superficie de se¢do ¢ = const., que é um semi-plano contendo o eixo
maior e interceptando as superficies magnéticas na forma de curvas fechadas, como
esquematizado na Fig. 6.2(a). Por simplicidade representamos apenas duas destas
superficies, caracterizadas por pressdes iguais a p e p — Ap, respectivamente.

O fluxo toroidal do campo magnético é definido como

¥ (p)= | B-day, (6.3)

onde da; é um elemento de drea vetorial sobre a superficie de se¢do ¢ = const. e que
aponta na direcdo toroidal (¢). Se S; for a drea limitada pela curva fechada corres-
pondente a uma superficie magnética, entdo ¥; é claramente uma fung¢do da pressdo,
donde serd uma quantidade de superficie, tal como p.

A diregdo toroidal corresponde a volta maior ao longo da superficie magnética (em
torno do eixo maior do toréide). A volta menor (em torno do eixo magnético) sera
associada a chamada direcdo poloidal. O fluxo poloidal do campo magnético sera
definido por

¥,(p)= | B-day, (6.4)

SP
onde da, é um elemento de 4rea vetorial ao longo da diregdo poloidal, e S, é a su-
perficie na forma de anel que é limitada pelo eixo magnético e por uma curva perten-
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Figura 6.2: (a) Superficies de segdo para célculo de fluxos. (b) Defini¢do do elemento
de &rea poloidal.

cente a superficie magnética. Pelos mesmos motivos anteriores, o fluxo ¥, é também
uma quantidade de superficie.

Os fluxos de densidades de corrente correspondem as intensidades de corrente
elétrica. De forma andloga definiremos, pois, as correntes toroidal e poloidal como:

I(p) :/SJ-dat, (6.5)

I,(p)= [ J-day, (6.6)
Sl’

e que, como veremos, sdo quantidades de superficie como as anteriores.

6.2 Funcao de fluxo poloidal

Vamos decompor o campo magnético (cujas linhas de forca sdo hélices que jazem sobre
as superficies magnéticas toroidais) em componentes nas dire¢des poloidal e toroidal,
na forma:

B:Bp—l—Bt:Bp—l—Bq)éq). (67)

Neste capitulo serd conveniente o uso das coordenadas cilindricas-II (R,Z, ), onde
Z é a distancia medida sobre o eixo maior do toréide, ¢ o angulo toroidal e R a distancia
radial medida a partir do eixo Z [Fig. 6.2(b)]. Este sistema difere ligeiramente das
coordenadas cilindricas - I usadas nos capitulos, como exposto no Apéndice B. Neste
caso, o campo poloidal terd componentes nas dire¢des R e Z.

A lei de Gauss magnética (4.13) neste sistema de coordenadas se escreve

19 B,
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onde a derivada em ¢ é identicamente nula devido a simetria axial. Vamos definir a
chamada funcdo de fluxo poloidal ¥(R,Z) a partir das seguintes rela¢oes:

1 0¥
1 0¥
Z= 53R (6.10)

de modo que a condicdo (6.8) é identicamente satisfeita:

1 0*Y N 1 *¥
R OROZ R 0ZoR

=0.

Escrevendo o campo magnético em termos do potencial vetor, B=V x A, e usando
a simetria axial, teremos.

A,
Bp=—— (6.11)
1 0
Bz=an (RAy) (6.12)
AR Az
By=—=>—2¢ (6.13)

Comparando (6.11)-(6.12) com (6.9)-(6.10) temos que a fungdo de fluxo poloidal é dada
por
W(R,Z) = RAy(R,Z). (6.14)

Com o auxilio de ¥ representamos o campo poloidal na seguinte forma:

1 0¥ 1 0¥ 1
B, =Brér+Bzéz;=——— é :——V‘P 1
) R€R+Bzez Rz R+R R &z X &y, (6.15)
onde usamos (6.9) e (6.10). Substituindo em (6.7) chegamos a seguinte representacdo
para o campo magnético no caso de simetria axial:

1
B= —EVTXé¢ + By €. (6.16)

Para encontrarmos a relagao entre ¥ e ¥, vamos denotar R a posicdo radial do eixo
magnético em relacdo ao eixo maior do toréide. Vamos determinar o fluxo magnético
poloidal numa superficie situada no plano equatorial (Z = 0) do toréide, entre o eixo
magnético e uma dada superficie magnética. De (6.4) temos que [Fig. 6.2(b)]

¥, = /B~dap = [ daB(R',Z=0) &
Sp

_/qu) RdRRBZ(R Z=0)=2n¥(R,Z = 0), 6.17)

onde usamos (6.10), bem como o fato de, no eixo magnético, termos ¥(Ry,Z = 0) = 0.
Concluimos que a fungao de fluxo poloidal é proporcional ao fluxo magnético poloidal.
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@ Z b superficie de secag” ¢ =0

(b}

Figura 6.3: (a) Superficie de se¢do poloidal ¢ = 0 e linhas de for¢ca do campo magnético.
(b) Uma superficie racional com g = 2.

6.3 Fator de seguranca

Devido a condicdo (6.2), no equilibrio magnetostatico as linhas de for¢a do campo
magnético jazem sobre as superficies magnéticas e tém trajetorias helicoidais [Fig.
6.3(a)]. Em equilibrios MHD com simetria axial, as superficies magnéticas tém a forma
de toros aninhados, e as linhas de campo percorrem também trajetérias helicoidais em
cada toro com passos diferentes, os quais podem ser quantificados por meio de um
fator de seguranga para a superficie magnética.

Vamos considerar um plano (superficie de secdo poloidal) que intercepta as su-
perficies magnéticas num dado valor do angulo toroidal, como ¢ = 0 [Fig. 6.3(a)].
Supondo que a interse¢do da linha de forca com esse plano é um certo ponto P, ela
retornard a esse ponto apés uma certa variagdo A¢ do angulo toroidal. O fator de
seguranca associado a esta linha de forga é definido como [6] !

Ad

9= 5p

Por exemplo, se uma linha de forca retorna a sua posicao P apds uma volta completa

na diregdo toroidal, entdo A¢ = 2w ou g = 1. Se ela d& duas voltas completas antes de

voltar ao ponto P [Fig. 6.3(b)], temos A¢ = 471 ou g = 2, e assim por diante. Em geral,

se esse retorno contece apds m voltas completas na dire¢do toroidal e apds n voltas

completas na diregdo poloidal (n e m sendo inteiros primos entre si), entdo ¢ = m/n, ou

seja, um numero racional. Todas as linhas de forca sobre esta superficie tém o mesmo
valor de g, de modo que a superficie é dita racional.

(6.18)

1Costuma-se usar, também, a chamada transformada rotacional, definida como 1 = 21 /q.
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A interse¢do de uma tnica linha de forca da superficie racional com a superficie de
secdo é um conjunto discreto de pontos. Se g for um ntimero irracional, contudo, as
linhas de for¢a numa dada superficie nunca se fecham sobre si préprias, preenchendo
densamente a superficie magnética, que nesse caso é dita irracional. A intersecdo da
linha de forca com o plano poloidal preenche, agora, toda a curva fechada.

Por defini¢do, o campo magnético é sempre tangente a uma linha de for¢a em cada
um dos seus pontos. Se d¢ é o elemento vetorial de comprimento da linha de forga, a
equacdo das linhas de for¢a do campo magnético serd,

B x dl =0. (6.19)

Se ds for o elemento de comprimento da linha de forca na dire¢do poloidal [Fig. 6.2(a)]
enquanto o respectivo deslocamento na direcao toroidal é Rd¢, a equacado das linhas de
forga resulta em

Rdo  ds

6.20
Bo B, (6.20)

onde B, e By sdo as componentes poloidal e toroidal, respectivamente, do campo
magnético. Integrando ao longo de um circuito completo ao longo da direcdo poloidal
em torno da superficie magneica temos, usando (6.18) e (6.20)

qu):Aq):?{ds%g—i,

1 1 By

E possivel, também, derivar uma expressio para o fator de seguranca que utiliza os
fluxos poloidal e toroidal definidos em (6.4) e (6.3), respectivamente [6]. Considerando
um anel elementar entre duas superficies magnéticas separadas por uma distancia lo-
cal dx, o respectivo elemento de area toroidal sera da;, tal que que o elemento de fluxo
toroidal pode ser escrito como [Fig. 6.2(a)]

d¥, = Byda, = 74 ds (Bodx). 6.22)

Ja o elemento de area poloidal associado ao anel infinitesimal descrito é denotado da,,
e o elemento de fluxo poloidal serd

d¥, = B,da, = B,(2TR) dx. (6.23)

Eliminando os campos B, e B¢ em favor dos respectivos elementos de fluxo a eq. (6.21)
pode ser reescrita como
d\¥;

T (6.24)

q:

ou seja, g é a taxa de varia¢do de um fluxo em relagdo a outro.
Vamos considerar um tordide com segdo reta circular com raio menor igual a r e
raio maior igual a Ry, medido a partir do centro do circulo. A sua razao de aspecto é

=—.

a (6.25)
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E frequente encontrarmos situagdes onde tipicamente r < Ry, de modo que temos uma
grande razdo de aspecto. Nestes casos podemos, em primeira aproximagao, despre-
zar a curvatura toroidal e considerar um cilindro periédico de comprimento L = 21tRy.
Fazendo, assim, R ~ L/2w a expressdo (6.21) serd

1 B
g~ 7{ ds—2. (6.26)
2nRy Jc B P

Nesta aproximacao serd mais conveniente empregarmos as coordenadas cilindricas-
I (,0,2), tais que By — B;, B, — Bg e ds = rd®, sendo C um circulo de raio r. Esta
configuragdo pode descrever, por exemplo, um screw-pinch, para o qual B; e By s6 po-
dem depender, no méximo, da coordenada r, tal que

rB; rB;

q~=2n— =

L 6.27
LBy  RoBo (6:27)

Considerando o fator de seguranca cilindrico g. definido no Cap. 4 por (6.18), teremos
que g = 21q,.

O fator de seguranca recebe esse nome devido a sua importancia na teoria da esta-
bilidade MHD. No Capitulo 5 estudamos a instabilidade de dobra com m = 1 em uma
coluna cilindrica de plasma e concluimos, a partir de (5.128), que para que nao haja
esta instabilidade (que pode gerar perda da coluna de plasma) devemos satisfazer o
chamado critério de Kruskal-Shafranov g.(a) > 1.

Em geral, tanto no caso cilindrico como no toroidal, o fator de seguranca depende
da coordenada radial, ou seja, o passo das linhas de campo magnético é diferente para
cada superficie magnética. A derivada do fator de seguranca em relacao a esta coorde-
nada é chamada “cizalhamento magnético”.

6.4 Operador de Shafranov
Inserindo a representacdo (6.16) na lei de Ampere (4.12) é
toJ =V x {_112 VW x éq)] +V x (Byey) - (6.28)

Usando algumas identidades vetoriais e a simetria axial obtemos, para cada um
dos termos do lado direito da expressao acima, que

1 1 1 oW
VX |-V xey| =8 |- V- — — :
x[ R ‘I’xeq,} €y {R v 7 aR}’ (6.29)
1
V X (Byéy) = 7 V(RBy) x &. (6.30)

Come 1 1 1 oW
Vi (=V¥|=-Vw_ —
R R R2 OR

podemos reescrever (6.30) e substitui-la, juntamente com (6.29), em (6.28):

1 1
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Este resultado sugere que a densidade de corrente também pode ser decomposta
em componentes poloidal e toroidal, tal qual fizemos para o campo magnético:

J=1J,+Jpé. (6.32)

Comparando (6.32) com (6.31) encontramos as respectivas componentes:

1
,UOJp = E V(RB¢> X éq) (633)
HoJo =V - (Il? V‘P) (6.34)
Definiremos o chamado operador de Shafranov
i 1 0 (109 ¥
A T—RV-(EVT> _Rﬁ (Eﬁ)Jr@’ (6.35)

de sorte que (6.34) é reescrita como

1
HoJy = - A", (6.36)

6.5 Funcao de corrente poloidal

Vimos anteriormente que a condicdo de equilibrio MHD (4.11) implica em
B-Vp=0, (6.37)

ou seja, as linhas de campo magnético jazem sobre superficies de pressdo constante. De
(6.7) isto significa que B, - Vp = 0 devido a simetria axial. Usando (6.15) para o campo
poloidal concluimos que

V¥ x Vp =0. (6.38)

Para interpretar esta expressdo vamos abrir o produto vetorial entre os dois gradi-
entes, o que resulta

V¥ x Vp = (8_‘PéR+8_‘PA ) X (a—péR+a—péZ>

R BT 9z%%) R " oz
_(er_avapy,
~\oroz odzor)™"
de modo que (6.38) resulta em
kL &
WW,p)= | FE =0, (6.39)
oR 0Z

onde W(¥, p) denota o Wronskiano das fun¢des ¥(R,Z) e p(R,Z). Quando o Wrons-
kiano é identicamente nulo, como neste caso, as duas fung¢des ndo sdo linearmente
independentes, ou seja, p = p(¥). Portanto tanto ¥ como p sdo quantidades de su-
perficie, e portanto as superficies isobdricas coincidem com as superficies magnéticas.

Como consequéncia
dp /
Vp=—V¥=p(¥)V¥ 6.40
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onde o primo indica derivada em relagdo a V.
Sabemos, ainda, que no equilibrio MHD

J-Vp=0, (6.41)

tal que as linhas de corrente também jazem sobre superficies isobdricas. Entretanto,
isso ndo significa que os vetores J e B devam ser paralelos. Como vimos no Cap. 3,
se houver um gradiente de pressdo através das superficies magnéticas aparecerd uma
corrente diamagnética (4.44):

BxVp

B 7

J. =

que é a componente de J perpendicular a B.
Substituindo (6.32) em (6.41) a densidade de corrente poloidal satisfaz J,- Vp = 0.
Usando (6.33) isto implica em

(6.42)

RB
v (——4’) X Vp =0. (6.43)
Ho
Definimos a fung¢do de corrente poloidal como
1
I(R,Z) = —— RBy(R,Z), (6.44)
Ho
de modo que (6.43) torne-se
VIxVp=0. (6.45)

Usando o mesmo raciocinio empregado anteriormente para ¥ concluimos que / também
é uma funcdo da pressdo, ou seja, € uma quantidade de superficie. Como p = p(¥),
entdo também 7 = I(¥) e podemos escrever

di
vi= vy —ryvy. .
1= VY =1 (¥)VY (6.46)

Como a densidade de corrente poloidal tem componentes R e Z, a relagdo (6.33)
pode ser escrita como

. . 1 .
uo(Jrer+Jz€z) = EV(RB(P) X €y

19 [ RBy 1 9 [ RBy
=————)gt+t=—=—"| 8 47
RaZ( ﬂo>eR+RaR( Ho)ez’ (647

que, em vista de (6.44), fornece as componentes de J em fungdo de I:
1 oI
Jr= “R37Z (6.48)
1 oI

2= 23R (6.49)

Assim, a representacdo que usaremos para a densidade de corrente serd similar a (6.16):
1
J= —EVIXé¢ +Jo €. (6.50)

Pela discussdo até agora é aparente que ¥ esta para B como / estd para J. De fato,
calculando o fluxo de corrente poloidal através da mesma superficie S, usada em (6.17)
temos que

I, =2n[I(R,Z = 0) — Lyixo] (6.51)

onde Ly, = I(R = Ry,Z = 0) é o valor de I no eixo magnético.
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6.6 Equacao de Grad-Schliiter-Shafranov

Substituindo as representac¢des (6.16) para B e (6.50) para J na condi¢do de equilibrio
MHD (4.11) obtemos

Vp=JxB
1 R .\ B . .
= (VI x &) x (V¥ x eQ—KSVI X &) X & —
=0 —vi

Jo . N A A
— &y x (VI x &) —JoBy &y x &. (6.52)
R— _ ——

-V =0

Usando (6.40) e (6.46) chegamos a uma relagdo que s6 envolve o gradiente da funcdo

de fluxo:
B J
P (¥) — %’1’(\{!) + %’ V¥ =0, (6.53)

de modo que, se V¥ # 0, o termo entre colchetes deve ser identicamente nulo:

Py o pwy %

- 2 =0. (6.54)

Substituindo (6.44) e (6.36) em favor de By e Jy, respectivamente, chegamos final-
mente a equagdo de Grad-Shafranov

* 1 /
AW = uoRJy = —uoR*p' (W) — 5#3 () (P), (6.55)

ou, inserindo o operador de Shafranov (6.35),

0 [10¥\ o*¥ 1
5§G§Q S = ok (W)~ S B(P) (). (6.56)

A equagdo (6.56) foi obtida independentemente por Liist e Schliiter na Alemanha
(1957) [37], Shafranov na Unido Soviética (1958) [36] e H. Grad e H. Rubin nos Estados
Unidos [35]. Usando (A.53) obtemos a seguinte relagdo entre o operador de Shafranov
e o laplaciano em coordenadas cilindricas-II (no caso de simetria azimutal):

2 0¥

AW =V =
R OR

(6.57)
mostrando que, assim como o laplaciano, o operador de Shafranov também é linear
e do tipo eliptico. A equacdo de Grad-Schliiter-Shafranov, portanto, é uma equacdo
diferencial parcial do tipo eliptico, a qual pode ser linear ou ndo-linear dependendo do
termo de fonte RJy.

No entanto, na sua forma original (6.56) a equagdo de Grad-Shafranov ndo pode
ser resolvida, uma vez que a fung¢do de fluxo poloidal ¥ é ao mesmo tempo variavel
dependente e independente. Logo, para podermos ter uma equacao diferencial parcial

. . e . . / o
que possa ser resolvida devemos especificar a priori os termos p’ e (I?) como fungdes
de V.



6.7. CONDICOES DE CONTORNO 161

Isto se da supondo perfis para a pressdo e a funcdo de corrente em termos de ¥, na
forma de séries de poténcias:

p(¥) =ap+a1¥ + ¥ + a3V +as P + .. (6.58)
P(¥) = bo+b1W + by ¥ 4+ b3 W + bW + .. (6.59)

onde a; e b; (i =0,1,2,...) sdo coeficientes supostamente conhecidos. Estes perfis po-
dem ser simplesmente arbitrados ou entdo serem baseados em evidéncias experimen-
tais.

Quando tomamos um ou mais perfis tais que tenhamos termos de terceira ordem
ou superiores as respectivas derivadas terdo termos quadraticos em ¥ e, consequente-
mente, a propria equagdo de Grad-Shafranov serd ndo-linear. Portanto, no caso mais
geral, ndo existe um teorema de existéncia e unicidade, de modo que ndo podemos
saber a priori se existe uma solugdo, dadas as condi¢ées de contorno disponiveis, nem
se a solucdo encontrada é tinica. Por este motivo, sdo empregadas com frequéncia
técnicas numéricas para a solugdo [38].

Supondo que tenhamos obtido uma soluc¢do da equacao de Grad-Schliiter-Shafranov
¥ (R,Z) compativel com as condi¢des de contorno, retornamos para os perfis (6.58)-
(6.59) e determinamos a pressdo p e a func¢do de corrente poloidal I. As componentes
do campo magnético serdo dadas por (6.9), (6.10) e (6.44):

B:( 1 0¥ 1 0¥ ,uil)’

"RZ'ROR R (6.60)

ao passo que as componentes da densidade de corrente serdo dadas por (6.48), (6.49) e

(6.35):
o 1 a] 1 a] / MO 25/
1= (~gaz wan R ) (661)

6.7 Condic¢oes de contorno

Tipicamente a solucdo da equacdo de Grad-Schliiter-Shafranov requer a especificagdo
de condic¢des de contorno. Na MHD ideal h4 basicamente trés tipos de condi¢des de
contorno: (i) parede condutora; (ii) regido de vacuo isolante; (iii) bobinas externas.

6.7.1 Parede perfeitamente condutora

A condicdo de contorno referente a lei de Gauss magnética é dada por (5.92), a saber
[a-B] =0, (6.62)

onde fi é um vetor unitario normal a superficie da parede em cada ponto desta [Fig.
6.4(a)], e
[f-B] =0, (6.63)

é o salto da quantidade através da superficie S da parede. Sendo o campo magnético
igual a zero dentro da parede condutora, temos que

(A-B)g =0, (6.64)
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(a)
parede perfeitamente condutora vacuo

parede perfeitamente condutora

. bobinas externas

Figura 6.4: Diferentes tipos de condi¢des de contorno.

Para a lei de Ampere usamos (5.33)
[axB] =0, (6.65)

de modo que
(AxB)g=0, (6.66)

A lei de Faraday, no caso de campos estaticos, é dada por (6.67)
VxE =0. (6.67)
A condigdo de contorno correspondente, em analogia a (6.66), é
(AxE)y=0, (6.68)

ja que o campo elétrico também é nulo no interior da parede condutora.
Finalmente, da lei de Ohm generalizada (5.35):

AXE+nx (vxB)=(fi-B)v—(fi-v)B=0, (6.69)

tal que, usando (6.66) e (6.68) obtemos uma condi¢do de contorno para a componente

normal da velocidade
(A xv)g=0, (6.70)

que é identicamente satisfeita para equilibrios magnetostaticos.

6.7.2 Regido isolante de vacuo

Quando o plasma esta separado da parede condutora por uma regido de vacuo ha duas
superficies de contorno: S,, representando a parede condutora e S, representando a
fronteira do plasma [Fig. 6.4(b)]. Na regido de plasma supomos vélidas as equagdes
da MHD ideal e na regido de vacuo as varidveis de fluidos ndo sdo definidas. Assim o
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campo magnético na regido de vacuo, denotado B,, é dado pela solugdo do sistema de
equacgoes:
VxB,=0, V-B,=0, (6.71)

tal que, na parede condutora, tenhamos a seguinte condi¢do de contorno:
(A, xB,)s =0, (6.72)

onde f, é um vetor unitario normal a superficie S,,.
Supomos que a fronteira do plasma S, coincida com uma superficie magnética.
Nela podemos aplicar a condigao (6.63):

(b, -By)g, = (h-B)g, (6.73)
Uma diferenga entre este caso e o precedente é a possibilidade de termos corren-

tes elétricas restritas a superficie da fronteira do plasma. Neste caso a lei de Ampere
fornece a seguinte condi¢do de contorno

[ x B[s, = K(Sp), (6.74)
onde K ¢é a densidade de corrente superficial.

A equacgdo de balango de momentum linear também nos fornece uma condic¢do de
contorno, dada por (5.39) no presente contexto como

B? B?
(p+ —) = ( - ) , (6.75)
2o S, 2uo Sy

ja que a pressdo é nula na regido do vacuo.

6.7.3 Plasma envolvido por bobinas externas de corrente

Vimos no inicio deste capitulo (teorema do virial) que um confinamento de plasma ndo
pode ser obtido unicamente pela acdo de correntes elétricas internas ao plasma: deve
haver correntes externas. Nos dois casos precedentes, como hd uma parede condutora
que envolve o plasma, podemos imaginar a existéncia de correntes-imagem externas
ao plasma. Ja no presente caso o plasma é efetivamente envolvido por uma regido de
vacuo e por bobinas externas de corrente [Fig. 6.4(c)].

Em analogia ao caso anterior, vamos representar as bobinas externas de corrente
por uma densidade de corrente K, restrita a uma superficie S. na regido de vacuo que
envolve o plasma. Assim as condi¢des de contorno serdo dadas por (6.73) e (6.74)

[[ﬁv ) Bv]]SL. =0, (6.76)
[[ﬁv X Bv]]SL. = K(Sc)a (6.77)

sendo que, agora, as regides interna e externa a superficie S, ndo estdo mais isoladas, o
que introduz dificuldades na implementacdo das condi¢des de contorno acima.
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6.8 Soluc¢ao de Solovev

Uma solugdo exata para a equagdo de Grad-Schliiter-Shafranov (6.56) foi obtida por
L. Solovev em 1967, que sup0s perfis lineares tanto para a pressdo como a fungao de
corrente [39]

a
p(¥)=po——VY, (6.78)
Ho
4bR?
PW)=1- @ ¥, (6.79)
Hy

onde Ry é um comprimento caracteristico, po, 13, a e b sdo constantes. Para estes perfis
a equacdo (6.56) torna-se

Y 1Y Y

— — —— 4+ —— =aR*—2bR3. :
ok2 RoR Tazz ~ R Ko (6.80)
A solugdo de Solovev é dada por
1 1
W(P.Z) = 5 (bR} +CR)Z> + 5 (a—C) (R* ~RY)?, (6.81)

o que pode ser verificado por substituicdo direta em (6.99). C é uma constante de
integracao.

O eixo magnético, situado em (R,,Z,), deve ser um ponto de extremo para a fungdo
de fluxo, ou seja, suas coordenadas sdo obtidas impondo as seguintes condigdes

alp) (a‘y)
ox —(ZE —0, (6.82)
(aR Roza) N2/ (Roz,)

que, em vista de (6.81), fornecem R, = Ry e Z = 0. Neste ponto ¥(Ry,0) = 0.

Nas vizinhangas do eixo magnético nés podemos expandir a solugdo (6.81) em série
de poténcias de (R —Rp) e Z. Como os termos lineares anulam-se devido a 6.82, nés
devemos reter os termos quadraticos, o que resulta em

W(R,Z) ~ R% (a— )RR+ (25 +0)22] . (6.83)

As interse¢Oes entre as superficies magnéticas toroidais com o plano ¢ = 0 sado cur-
vas para as quais a fungdo de fluxo poloidal assume valores constantes ¥ = k. Nas
proximidades do eixo magnético a expressdo (6.83) descreve uma familia de elipses
dada por

(R—Ry> 72
G4

com o centro no eixo magnético e com semieixos maior e menor dados por

o 2k . 2k
A\ R@-c) ‘T \R@b+c)

A excentricidade destas elipses é dada por

fz a—C
= — = . . 4:
® =% Vwtc (6.84)

=1,
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Figura 6.5: Perfil radial da pressdo normalizada no plano equatorial.

A medida em que nos afastamos do eixo magnético, as curvas ¥(R,Z) = k deixam de
ser elipses e passam a ser assimetricamente concentradas a direita do eixo magnético.
De fato, para um dado valor k£ = ¥, temos uma separatriz que representa uma su-
perficie magnética degenerada, pois conecta-se ao eixo z. Impondo a condicdo

®(0,0) = ¥(R,,0) = ¥,

obtemos R, = Rypv2. Para 0 < ¥ < W, as curvas ¥ = const. sdo fechadas, corres-
pondendo a superficies magnéticas com topologia de tordides coaxiais, ao passo que
Y > ¥, leva-nos a curvas abertas. Do ponto de vista do confinamento do plasma ape-
nas as superficies fechadas tém interesse, de modo que podemos considerar a separa-
triz como a fronteira do plasma.

O perfil radial da pressdo é obtido substituindo-se (6.81) em (6.78). No plano equa-
torial Z = 0 teremos

-C
p(R,0) = po— ala—C) (R2—R3)’. (6.85)
8o
Se R, indica a fronteira do plasma, impomos p(Rj,0) = 0, que implica em
a(a—C)R}
po = % (6.86)
L0

Como a pressdo é sempre ndo-negativa, temos que a(a —C) > 0, o que representa uma
restri¢do nos valores possiveis para a constante C. Assim

R.0 R2 2
p( ’):1—(1?—1), (6.87)
Po 0
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Figura 6.6: Perfil radial da funcdo de fluxo poloidal normalizada sobre o plano equa-
torial.

cujo gréfico é mostrado na Fig. 6.5. Note que a pressdo tem seu valor maximo (pp) no
eixo magnético.

A partir de (6.86), o perfil radial da fungdo de fluxo no plano equatorial Z = 0 fica

W(R,0) =, [(5)2 _ 1] 2, (6.88)

Ro

e que é mostrado na Fig. 6.6. As curvas de nivel ¥ = const. sdo exibidas na Fig. 6.7,
representando as interse¢des das superficies magnéticas toroidais com o plano ¢ =0,
e confirmando a existéncia de superficies abertas e fechadas, dependendo do valor da
constante. A configuracdo representada é caracteristica dos chamados toréides com-
pactos.

As componentes fisicas do campo magnético para a solugdo de Solovev serdo dadas
por (6.60). Usando (6.79) e (6.81) elas sdao

1
Br=—= (2bR% +CR*)Z, (6.89)
B; =CZ* + %(a —C)(R*—R}), (6.90)
4bR2 12
By = _’ﬂ{zg . —ZO‘P(R,Z)} . (6.91)
R M
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Figura 6.7: Curvas de nivel para a solucdo de Solovev.

Figura 6.8: Perfil radial da componente Bz no plano equatorial.
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Considerando estes perfis no plano equatorial teremos

Bg(R,0) =0, (6.92)
2
BZ(R7O) = BZ(Rb7O) [(%) - 1] ) (693)
272 2 1/2
By(R,0) —{“Ig—é‘) —b(a—C)%(RZ —R%)Z} | (6.94)

O perfil correspondente ao campo Bz normalizado é mostrado na Fig. 6.8. Observamos
uma reversdo de sentido do mesmo quando passamos de um lado a outro do eixo
magnético.

As componentes da densidade de corrente serdo dadas por (6.61). A corrente toroi-
dal, em particular, é

aR  2bR}
Jo(R) o T R (6.95)

a qual diverge na origem.

6.9 Soluc¢ao de Maschke

Outra solugao analitica da equacdo de Grad-Schliiter-Shafranov em coordenadas cilindricas-
II,

0 [/1Jd¥ RV 5 1 at
Ror (1‘3 ﬁ) + ooy = —HoRP () = S uo(I7) (F). (6.96)

foi proposta por Maschke, que sup6s perfis quadraticos para a pressdo e a fungado de
corrente [41, 42]

P n
p(P) = po+ w2 (6.97)
(¥) 20k}
M
PY) =1} +—5— ¥, (6.98)
2R3

onde py, Ig, P e M sdo constantes, e Ry é um comprimento caracteristico, de forma que
a equagdo (6.96) fica

Y 1 ¥ Y RP M
— -t —=— —+ = | Y. 6.99
0R? "ROR 02 (Rg +R3) (6.59)

E conveniente definir varidveis adimensionais como
R Z
_ = 6.100
X =Ry =Ry ( )
com as quais a equagao torna-se
¥ 1Y ¥

— — = —(PP+M)¥. (6.101)

x> xdx 97
Aplicando a seguinte separagdo de varidveis

Y(x,z) = G(x)F(z), (6.102)
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Figura 6.9: Geometria usada na solu¢do de Maschke.

obtemos as equagdes diferenciais ordindrias

d’G 1dG 5 5
— ——+(PX"+M—-k")G=0 6.103
d°F
—— +kKF=0 6.104
onde k? é uma constante de separacio.
A solucdo de (6.104) é imediata,
F(z) = aj cos(kz) + by sin(kz). (6.105)

Desejamos que a solugdes sejam simétricas em relagdo ao plano z = 0. Nesse caso F(z)
deve ser uma funcdo par em z, de modo que by =0 e a; = 1, sem perda de generalidade.
Definindo a nova variavel independente

1
p= 5\/13)& (6.106)
temos que a equagdo (6.103) torna-se
d’G 2n
prs + (1 — F) G=0, (6.107)
onde definimos )
k= —M
= : 6.108
N="375 (6.108)

A equagdo (6.107) tem como solucdo geral uma combinacdo linear das fungdes de
onda de Coulomb de ordem zero [?]

G(p) = a[Fo(M,p) +YGo(N,p)], (6.109)

onde o e ysdo constantes de integracdo, de modo que a solugdo de Maschke sera

¥(x,2) = a[Fo(M,p) +vGo(M, p)] cos (kz). (6.110)
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Vamos considerar a seguinte condicdo de contorno: o plasma é confinado num
tordide de secdo reta retangular de lados 2a e 2b, e cujo centro é o eixo geométrico
situado a distancia Ry do eixo maior [Fig. 6.9]. Como a pressdo deve anular-se na
superficie do toréide, por (6.97), temos que

a b
Y(xp=1+ =% | =0. 111
<xb Ry R0> (6.111)

Impondo esta condi¢do em (6.110) obtemos que os valores permitidos para a constante
de separacdo sdo dados por

R
kn:£(2n—l—l)

enquanto as fun¢des de onda coulombianas satisfazem a equacdo transcendente

FoMm,p")  FoMm,p7)

T
~

5 (n=0,1,2,...). (6.112)

— , 6.113
go(nm7p+) go(nfmp_) ( )
onde definimos )
+_1 a
Pr=>5 VP liRO : (6.114)

e Nm, dado por (6.108), com m = 0,1,2,... representam as infinitas solu¢des possiveis
para (6.113), ordenadas tal que g >m; > M2 > .... Dados os possiveis valores para k em
(6.112) podemos reescrever a condigao (6.108) em termos dos autovalores de M, dados
por

My = k2 — 4V P (6.115)

Substituindo a constante de integracdo Y pelo seu valor preconizado por (6.113),
as autofungdes compativeis com a condi¢do de contorno imposta podem ser escritas
como

FoMm:p7)
Go(Mm,p™) go(n’"’p)] c08 (knz)- (6.116)

Supondo a existéncia de um tnico eixo magnético no interior da cdmara toroidal, é
suficiente analisar 0 modo fundamental m =n = 0, para o qual

len(x,Z) = Olynn |:%(nm7p) -

Woo(x,2) = Qoo [%(ﬂoa p)— % Go(ﬂo,P)} cos(koz), (6.117)
onde R
0
=02, (6.118)

Vamos considerar, a guisa de exemplo numérica, o caso particular a = b (secdo reta
quadrada) e a/Ry = 0,2. Neste caso teremos ko = 7,85 e

pt=0,72vP, p =0,32VP

sdo determinados em termos do parametro de pressdo P. Na Fig. 6.10 nés mostramos
a varia¢do do maior autovalor Mg em func¢do do parametro p*, obtida pela solugdo
numérica da equagdo transcendente (6.113). Dentro da faixa abrangida pelos dados
obtidos por Maschke [41] é possivel ajustar uma reta de equagao

Mo = —2,325+0,465p™.
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Figura 6.10: O maior autovalor M9 em fungdo do pardmetro p™ para dois valores de
a/Ry, com a = b. Fonte: [41].

Supondo, por exemplo, que P = 234, teremos p* = 11,014 e p~ = 4,895, de modo que
No ~ 2,8 e, portanto, que o valor do parametro de corrente M, dado por (6.115), seja
igual a —109,7.

A solugdo normalizada no plano equatorial correspondente a estes valores de P e
Mé ( )

Woo Fo(Mo, P~
00(*,2=0) = — = Fo(Mo,P) — =—7——— Go(No,P)- 6.119
oo )=~ FolMo:p) == 5=y Go(o:p) (6.119)

Note que, neste caso, p = 7,65x* e que 0,8 < x < 1,2. Observamos que a posicéo do eixo
magnético R,, correspondente a um extremo da fung¢do de fluxo, ndo coincide com
a posigdo do eixo geométrico Ry, havendo um deslocamento para fora, o que ocorre
devido as condic¢des de contorno aqui adotadas.

A pressdo correspondente a esta solugdo tem o seguinte perfil no plano equatorial
z=0
Poyy

Fo(Mm,p")
HoRY

P0) = Go(Mm,p™)

Fo(No,p) — Go(Mm:P) | (6.120)

ilustrada na Fig. 6.11(a).
Para obtermos a densidade de corrente toroidal usamos (6.61)

Jo = —Rp'(¥) + % (1) (). (6.121)
Substituindo os perfis (6.97) e (6.98) obtemos
1 (PR MRy
JoRZ)=——| ———— |¥Y(R,Z 6.122
R 2) =~ (o R0 ) (R 2) 6.122)
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(unidades arbitrarias)
(unidades arbitrarias)
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1

Nk \ . ~,

\
N
) ,,’- ~o]

L

Ro-a R Ro+aRo-a R Ro +a

Figura 6.11: Perfis radiais da pressdo e da densidade de corrente toroidal no plano
equatorial para a =b =0,2Rp e (a) P =234, (b) P = 772. Fonte: [41]

cujo perfil no plano equatorial também estd ilustrado na Fig. 6.11(a).
Considerando, agora, um valor maior do parametro de pressdo, digamos P =772,
recalculamos todas as outras constantes, a saber

pT =20,0, p~ =8,89, No ~ 7,0, Moy = —714.

Os perfis da pressdo e da densidade de corrente toroidal, para este novo valor de P,
sdo mostrados na Fig. 6.11(b). E interessante observar que, enquanto para P = 234 a
densidade de corrente é sempre positiva, quando P = 772, a corrente é inicialmente
negativa e depois passa a ser positiva. A condicdo para que ocorra essa reversdo de
corrente é que a Jy, dado por (6.122), assuma valores negativos no entorno do ponto
R = Ry — a, levando-nos a seguinte desigualdade

2
(1 — Ri> P < k§ —4v/Pnp. (6.123)
0

6.10 O método da funcao de Green

6.10.1 Solucao da equacao inomogénea

Vamos escrever a equacao (inomogénea) de Grad-Schliiter-Shafranov (6.56) na forma:

. 1
A*W(r) =R*V. (EV2T> = —poRJy(R,Z), (6.124)
com condi¢des de contorno (de Dirichlet ou Neumann) especificadas sobre uma dada
superficie S. A fungdo de Green correspondente, denotada G(R,Z;R',Z’), satisfaz a
seguinte equacgao

A*G(r,r') = —uoR3(R—Rd(Z - 7)), (6.125)

e as mesmas condic¢des de contorno da solugao V.
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Tradicionalmente a func¢do de Green é empregada para exprimir a solugdo geral da
equagdo inomogénea em termos de quadraturas (integrais), o que é um procedimento
numericamente mais simples que a solugdo por métodos como diferencas finitas ou
pseudo-espectrais (e que ndo serdo objeto de nosso estudo. Maiores detalhes podem
ser encontrados na literatura especializada, por exemplo em [38]).

Partimos da seguinte relagdo vetorial, vélida para fungdes escalares arbitrarias u(r’),
v(r'), e w(r'):

V' (wvV'w) = (V'u) - (WVW'w) +uV’ - (Ww),

onde as derivadas do operador V' sdo tomadas em relagdo as varidveis com linha:
r' = (R',Z',¢). Integrando a relagdo acima numa regido finita de volume V, limitada

por uma superficie fechada S temos (a integracdo serd também realizada nas varidveis
com linha)

/d3r’ V. qu’ j[da wn -Vw ?{da Uy —

_ / B (Vi) - (W'w) + / d3r'uV’~(vV'w), (6.126)
\%4 \%4

onde d/dn’ denota a derivada normal do argumento, ou seja, a derivada ao longo da
dire¢do definida pelo vetor unitdrio n’, que é perpendicular a cada ponto da superficie
S. Esta é a primeira identidade de Green no espaco.

Trocando u por w e vice-versa temos uma expressdo similar a (6.126), que pode ser
subtraida desta membro-a-membro, fornecendo a segunda identidade de Green no
espago:

ow ou
/ _ _ 3.7 ! 1N /. /
jéda v (uan wa ) = /Vd ruv - (vWw)—wV . (vWu). (6.127)

Fazendo v = 1/R’* nesta expressio e usando que

/ / . /

com uma expressao analoga para v, teremos

dd ow ou 437 . .
fgﬁ (“W_Wﬁ) :/V I (uA"w—wA"u). (6.128)

A equacdo de Grad-Shafranov descreve um sistema simétrico em relagdo ao angulo
azimutal ¢, de modo que a sua solugdo corresponde, de fato, a um equilibrio bidimen-
sional. Neste caso precisamos de uma identidade andloga a (6.128), mas no plano ¢ =0
ao invés do espaco, o que implica nas seguintes mudancas:

da  dl &*r da
=5 7 ) — 5
R? R R? R
onde S é uma superficie limitada pela curva fechada C, da qual d¢ é um elemento

de comprimento. Apos estas trocas, e fazendo u(r') = ¥(r') e v = G(r,r’) na segunda
identidade de Green (no plano) teremos:

! 0 0 a * AWNL
(w08 aun ) - [Eowoc-aurn,  wm
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Usando (6.124) e (6.134) no espaco das varidveis com linha e efetuando as integrac¢des
sobre as fungdes delta obtemos a solugdo da equagdo inomogénea de Grad-Shafranov:

_ / .o Ity dt' a_G_ a_\P
W(R,Z) = /S dd G(R,Z;R ,Z))Iy(R ,Z)) }{C ¥ a5 ). (6.130)

onde dd’ = dR'dZ' e os termos da integral devem ser calculados sobre a curva fechada
C.

A equacdo (6.130) permite a determinagdo da func¢do de fluxo ¥ no interior do
dominio S do plano ¢ = 0 se os valores de W e G e das respectivas derivadas normais
sobre C forem especificados. Vamos considerar, portanto, algumas possibilidades [44]:
(a) Se S abrange todo o plano poloidal ¢ =0, e impondo a seguinte condigdo sobre a
funcdo de Green

lim Gy(r,r') =0,

| —e

a solucdo geral da equagdo inomogénea (6.130) serd simplesmente

_ / dd' Go(r,r')Jy(r'), (6.131)

onde Gy é chamada fungdo de Green do espaco livre.
(b) Se a funcdo de Green satisfaz uma condic¢do de Dirichlet homogénea sobre a curva
fechada C

Gp(r,r' €C) =0,

a solugao (6.130) torna-se

v 9
/ dd' Gp(r,v')Jy(x' }[ at' = ai?’ (6.132)

que pode ser determinada atribuindo condi¢ées de contorno de Dirichlet para ¥ sobre
a curva C.
(c) Se a funcdo de Green satisfaz uma condi¢do de Neumann homogénea sobre C

(),
on (r,r'eC)

a solucdo (6.130) fica

_ / / / OGN a_lP
_ /S da Gy (r,¥')Js(r') + 75 al e S (6.133)

de modo que seréd suficiente impor condi¢des de contorno de Neumann para ¥ sobre
C.

6.10.2 Determinacao da funcao de Green no espaco livre

A funcédo de Green no espaco livre é a solugdo de (6.134), que reescrevemos na forma

A*Go(R,Z;R',Z') = —upRS(R—R")S(2 - 7). (6.134)
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le

.................. Z’

Figura 6.12: Potencial vetor gerado por um anel de corrente.

cujo segundo membro, vis-a-vis de (6.124), pode ser interpretado como proveniente de
uma densidade de corrente singular na forma

Jo(r) =1,8(R—R")d(Zz-Z"), (6.135)

que correspondente a uma espira infinitesimalmente fina de raio R’ e cujo centro esta
situado na posicdo 7', conduzindo uma corrente Iy = 1. Assim, a funcdo de Green ¢ a
funcdo de fluxo produzida por esta espira.

Por outro lado, de (6.14) temos que

W(R,Z) = RAs(R,Z), (6.136)

indicando que a fungdo de Green G(R,Z;R’,Z") /R é a componente toroidal do potencial
vetor correspondente a esta espira, que pode ser obtida diretamente a partir da Lei de
Biot-Savart como [20]:

Ho 30 J(r'")
AR, Z)="— | d 137
(R.2) 475/ ' r—r"|’ (6.137)

A densidade de corrente serd, neste caso, dada por
J(r//) — 8<R” —R/)S(Z” _Z/)(_ Sil’lq)//éx +COS¢Néy). (6138)

Como o sistema tem simetria azimutal podemos escolher o ponto de observagdo no
plano ¢ = 0 [Fig. 6.12], de modo que

2 2
r—r"|" =+ /" —2r cosy

12

=2 4+7"" = 2rr" (cosBcos 0" +sinOsin®” cos ¢”)

=R+ 7>+ R"*+7"*—2(2Z" + RR" cos¢") (6.139)
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Substituindo (6.138) e (6.139) em (6.137) obtemos

Ho
4T

/°° dZNS(Z” _Z/)

2r
d(j)" (—sin¢"é; + cos¢’e,) x
/ dR//R//S(R// _R/)
0 \/R2 +Z2+R"?+27"* —2(ZZ" + RR" cos ")

A(R,Z) =

R 27
_ Ko / d¢” (—sin¢"é, + cos¢”e,) x

41
/ dz// 8(2// _ Z/)
\/ R24+ 724 R? 7" —2(ZZ" +RR' cos¢")

B ‘Ll()R/ /«27; dq)// Slnq)//
 4m R2 > /2 2 ' / 1
+Z24+R? 47 —2(ZZ' + RR cos ")

_|_

\ 70

d //COS i
¢ cos¢ .\

2n
y/O 2 2
\/R2 +Z%2+R*+27'7 —2(ZZ' + RR cos¢")

,uOR /2” do” cosq)” (6.140)
\/RR’ V (4/k2) —2(1 —cos ") '
onde definimos ARR'
K= > 5. (6.141)
(R+R )" +(Z2-2)

Fazendo a transformacéo de variavel § = ©— ¢” teremos

R & / dE cos&
AR,Z) = : 6.142
(R.2) 4n /RR' J-n \/(4/k2) —2(1 — cos&) ( )

Usando identidades trigonométricas, apds vérias manipulagoes, é

R & k2 —2 T 2(§>
AR, Z)= yr \/ﬁ%/ \/1 o §/2)+2\/1 k*sin 5| (6.143)

Outra mudanga de varidvel é { =&/2, com a qual chegamos, finalmente, a expressao

A(R,Z) = “i—f \/‘% [(1 - %2> K(k) — E(k)] , (6.144)

onde empregamos as integrais elipticas completas de primeira e segunda espécies:

_/71:/2 d(;
O /1 —k2sin’¢

E(k) = /0 "2 g resine (6.146)

(6.145)
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Como &, = &y no plano ¢ = 0, de (6.136) resulta que a funcdo de Green sera

Go(R,Z;R ,Z) = % VRR Kl - ]‘2—2) K(k) — E(k)} . (6.147)

Uma vez conhecida a fungdo de Green, a solugdo da equagdo inomogénea para todos
os pontos do plano é dada por (6.131), na qual as integrais podem ser feitas numerica-
mente usando técnicas convencionais.

6.11 Equilibrio MHD com rotacdo estaciondria

Vérios problemas de interesse para a fisica de plasmas de fusao e astrofisicos envolvem
algum tipo de rotagdo. Em sistemas de confinamento magnético, por exemplo, o uso
de um tipo de geragdo ndo-indutiva de corrente chamado inje¢do de particulas neutras
faz com que o plasma entre em rotagdo, como decorréncia da transferéncia de momen-
tum linear das particulas do feixe que é injetado no plasma. Resultados experimentais
em tokamaks [56, 57] e configuracdes de campo reverso [58] indicam velocidades de
rotagdo bastante altas (supersonicas). Em astrofisica, a descricdo de estrelas também
pode envolver o estudo de plasmas em rotagao.

Se as quantidades de interesse fisico ndo dependerem explicitamente do tempo,
como por exemplo numa rotagdo com velocidade constante ao longo da diregdo azi-
mutal, é possivel empregar as equagdes do equilibrio MHD estacionario, como vimos
no Cap. 4. Recordamos que tais equagdes sdo, para a MHD ideal, dadas por

V- (pv) =0, (6.148)
p(v-V)v=—-Vp+JxB+pg, (6.149)
VXE=0 (6.150)

V x B = o, (6.151)
E+vxB=0. (6.152)

No presente capitulo estamos estudando equilibrios MHD com simetria axial, de
modo que continuaremos empregando coordenadas cilindricas-II (R,Z, ¢), onde as quan-
tidades de interesse fisico ndo dependem do dngulo azimutal ¢, por hipétese.
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Capitulo 7

Equilibrio MHD em Tokamaks

Enquanto as coordenadas cilindricas-II se prestam melhor a descrigdo de configuracdes
do tipo tordide compacto, as coordenadas pseudo-toroidais sdo mais convenientes em
equilibrios MHD de tokamaks.

7.1 Equacao de equilibrio MHD em coordenadas pseudo-
toroidais

As coordenadas pseudo-toroidais, ou locais, sdo (r,6,¢), definidas por meio das se-
guintes relagdes em termos das coordenadas cilindricas-II (R,Z, ¢):

R=Ry+rcos0, (7.1)
Z =rsin0, (7.2)

onde Ry é o raio maior do tordide, de forma que R = Ry identifica o eixo menor do
mesmo, enquanto o eixo Z é o chamado eixo maior [Fig. 7.1]. Nesse caso (r,0) sdo as
coordenadas polares de um ponto na segdo reta do toréide, que é um circulo de raio
r = a, chamado raio menor. Assim 0 < r < a, enquanto o angulo poloidal 6, bem como
o angulo toroidal ¢, pertencem ao intervalo [0,27).

Invertendo as relagdes (7.1)-(7.2) temos que

r= {(R—Ro)2+22}1/2, (7.3)

Z
0 = arctan ( ) (7.4)
R—Ry

Estas relagdes nos permitem expressar as derivadas das coordenadas pseudo-toroidais

179
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@)
)
= Y

Wy

Figura 7.1: Coordenadas pseudo-toroidais

em relacdo as coordenadas cilindricas-II:

ar . Z(R—Ro) R—RO

o _ = = cos0, (7.5)
IR 2{(R—R0)2+ZZ} / r
or _ 2z —Z _sine, (7.6)
GZ 2 1/2 r

2{(R—R0) +Z2}
9% _ ~Z(R—Ro)"* __Z _ _sinb (7.7)
oR 1+Z2/(R—R0)2_ 2 , .
9 (R—Ro) ™! _ R—Rp cos® 78)
aZ_ 1+ZZ/(R_RO)2_ 72 - ) .

o que leva-nos as seguintes derivadas em relagdo as coordenadas pseudo-toroidais:

0 ord 00 90 d sin® 0
ok —9Rdr Torae ~ %%, " 2 79)

92 92 ZSinecosei_ 2sinOcos® 02 sinzei sin%0 02

- = 2 - -

oR? €08 ear2+ r2 00 r ar89+ r 8r+ r2 002 (7.10)
0 ord 090 d . .0 cosO d
a—Z—a—Zg‘Fa—Z%—SlneE'i‘T%u (711)

3_2_ . 298_2_2sinecosei+25inecose 0? +coszei_i_coszea_2 7.12)

P2 r2 00 r 0rof r or r2 00z

2 9% 9 19 1 92

T A o R 713

Com o objetivo de obter a equagdo de equilibrio MHD em coordenadas pseudo-
toroidais, partimos da equagdo de Grad-Shafranov (6.56) em coordenadas cilindricas-
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II,
¥ 10¥ 0*Y 5
4 — _nRY (W) —
R KRR ez HRPY)
onde ¥(R,Z) é a funcdo de fluxo poloidal, p é a pressdo e I é a fungdo de corrente
poloidal. Substituindo (7.1), (7.9), e (7.13) resulta

u(I%) (P), (7.14)

az_lP+la_\P+laZ‘P_ 1 ea_w_@a_lp —
orr  ror r?2d0%2 Rp+rcosH COSTor r 00 /)
1
= —po(Ro -+ reos8)p' () — 2 (1) (¥): (7.15)

Observe que, como ¥(r,0) e I(,0) ndo dependem explicitamente de ¢, este também é
um exemplo de equilibrio bidimensional com simetria axial.

Recordando que as componentes do campo magnético em coordenadas cilindricas-
II sdo dadas por (6.9),(6.10), e (6.44):

1 oW
R=—p (7.16)
1 0¥
7= 5k (7.17)
_ Mol
By=—"—, (7.18)

é possivel obter as respectivas componentes em coordenadas pseudo-toroidais. Usando
as expressoes (A.74)-(A.76) do Apéndice A para os vetores de base neste sistema, con-
cluimos que

B, = cosOBg +sin0 By, (7.19)
Bg = —sin®Br + cos0 By (7.20)
By = By. (7.21)

Substituindo, agora, as relagdes (7.1), (7.9), e (7.11) obtemos

1 0¥

B —— 7.22
' r(Ro + rcos®) 06 (722)
1 ¥
Bg=—— — 7.2
0 Ro+rcos or (7.23)
ol
By=——"—"—. 7.24
M Ro+rcos6 ( )

Procedendo de forma analoga para as componentes da densidade de corrente (6.48),(6.49),(7.73)

1 ol
Jg = —237 (7.25)
1 oI

Jo=—Rp(¥) =2 (1) (), (727)
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obtemos, no sistema pseudo-toroidal, que

1 oI

== r(Ro + rcos0) 00 (7.28)
1ol

Jo= Ro+rcos 6 or (7.29)

Jo = —(Ro+rcos8)>p (%) — 2 (12 (w). (7.30)

2

7.2 Solucao perturbativa

Nao se conhecem solugdes exatas da equagdo (??) para quaisquer escolhas de perfil.
No entanto, podemos empregar um método perturbativo para encontrar uma solugdo
aproximada que seja vélida para Tokamaks. Sendo Ry o raio do eixo geométrico e a o
raio da fronteira do plasma (isto é, da ultima superficie magnética fechada), definimos

a razdo de aspecto como
A= &. (7.31)
a

Um tordide compacto tem razdo de aspecto muito pequena, visto que Ry é com-
pardvel ao valor de a. Em tokamaks, no entanto, esta razdo de aspecto é tipicamente
menor. Quanto maior for a razao de aspecto menor a curvatura toroidal, e tanto melhor
serd tratar o sistema como sendo um cilindro periédico (de comprimento 2nRy). Neste
altimo caso teremos um equilibrio MHD com simetria translacional, do tipo que anali-
samos no Capitulo anterior para configura¢des do tipo “theta-pinch” e “z-pinch”, por
exemplo. Podemos usar, entdo, esta solugdo cilindrica Wy(r,0) como uma aproximagdo
de ordem zero para a solugdo toroidal.

Introduzimos um parametro “pequeno”, que é o inverso da razdo de aspecto:

1 a

- = 7.32
= 7% (732)

de modo que procuraremos a solugdo da equacdo de Grad-Shafranov na forma de uma
série perturbativa em poténcias deste parametro:
¥(r,0) =Wo(r,0) +¥(r,0) +¥2(r,0) +.... (7.33)

onde ¥y ndo depende de €, ¥ é da ordem de g, etc.
Resultados satisfatérios ja sdo obtidos com termos de primeira ordem em €. Substi-
tuindo em (??) obtemos

e [az% 10¥, 10¥; d*¥; 19¥ 18‘1’1]
2 _

o Tror TR T o e TrRe
- R() Cosea‘PO _ sin @ 8‘1’0 —f—COSea\Pl - sin @ alPl
Ro+rcos0 or r 00 or r 00

1
= —uoR3(Ro + rcos8)%p' (Wo +¥)) — E,U(Z)R%(Iz),(‘l’o +9)). (7.34)

Os perfis para p e I também podem ser expandidos em série de poténcias:

p(Wo+¥1) = p(¥o) +¥1p'(Po), (7.35)
1(Wo+B1) = 1(Wo) + BT’ (¥y). 7.36)
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de forma que o segundo membro de (7.128) fica

0
HORG [1(Wo) + W11 (Wo)] [I'(Wo) + 11" (Wo)] - (7.37)

2
)
RS 1+ 0050 ) [ (00) + 17" (%) -

A expansdo em uma série perturbativa da equagdo de equilibrio MHD em coor-
denadas pseudo-toroidais nos conduziu a equagdo (7.128) que, com (7.37), pode ser
reescrita como

,[0*Fy  10%¥, 1 9% R} 0¥ sin®d¥,
Rj + - - — cos© —
orr r dr 1?0602 Ro+rcos0 or r 00
, [0°W)  10¥; 109 R} 0¥, sin6 oY,
Ry - + = - 0s - =
orr r dr 1?2002 Ro+rcos0 or r 00

r r
= —‘uORé |:p/(‘~Po> —I—\I’Ip”(\l—’o) + Z}Top/(\Po) + 2R—Op”(lpo)‘}'1 Ccos 9} —

HBR3 [ 1(%0)1' (Wo) + W11 (o)1 (Po) +¥11(Wo)| (7.38)
onde usamos que, como r < Ry, vale a relagdo aproximada:

R
M0 ~1—Zcose. (7.39)
Ro+rcosO Ro

Neste apéndice vamos determinar a ordem (em poténcias do inverso da razdo de
aspecto €) dos termos de (7.38) e separéd-los de modo adequado. Como r =a é um
comprimento caracteristico do sistema, entdo temos os seguintes ordenamentos:

0¥ Ry g
ROg ~ ;11! ~ o (7.40)
0¥

lembrando que ¥y ~ o(€”) e ¥; ~ o(e!).
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Assim, os termos de (7.38) tém as seguintes ordens perturbativas:

0’y 10¥ 11 ¥ ¥
2 0 0 2 0 0 ]
2 SRS g0 L E0 7.42
0{ a2 o } %%a"a T & ole™), (7.42)
’¥, 1% y
2 1 1 1 -1
S e | R 7.43
O[arz +l’ ar} e2 0(8 )7 ( )
1 0% 1 _
%ﬁ_a A NR%a—z‘Po ~o(e7?), (7.44)
1 0¥ 1 _
%ﬁ@ ~ R%a—z‘yl ~o(e™!), (7.45)
P R
Roa—o cos0| ~ 2 ~ o(e™h), (7.46)
or a
10%¥ . Ro 1
R();% sin@| ~ Z‘P() ~ 0(8 )7 (747)
0¥ R
Ro—cos8| ~ —2W, ~ o(e?), (7.48)
or a
RO;—ae sin@| ~ ;lPl ~ 0(8 ), (749)
v 1
Ro—=—cos 0| ~ Ry=Fy ~ o(e™ 1), (7.50)
or a
r a\P() 2 al 0
— =0 ~ Ry=——Wo ~ 7.51
ROR() 3 cos“0 Rogalp() 0(8 ), ( 5 )
109, . 1 »
R();% sin@| ~ RO;‘PO ~ 0(8 ), (752)
10¥, R
RORLO?a_eO sinBcos O] ~ R%ZOTO ~ 0(e?), (7.53)
P 1
Ro——cos 0| ~ Ry—F; ~ o(e?), (7.54)
or a
10¥; . 1 0
—— Y —_— Y 7.
ROI’ 30 sin© R()a‘Pl 0(8 ), ( 55)
10¥ 1
ORLO;aa_O sin@cosB| ~ RoRﬁoa‘Pl ~o(el), (7.56)
[Rop' (®o)| ~o(e™?) (7.57)
[R§W1p" (Wo)| ~ o(e7?) x 0(e”) ~ o(e"), (7.58)
2R L (W) cos 8| ~ Rﬁo(efz) ~o(e") x 0(e72) ~0(e7 1), (7.59)
0 0
‘zRgRL P (¥o)¥1cos| ~ - Wio(e ?) ~o(e %) x0(e”) xofe) ~ o(e”),  (7.60)
0 0
|RSI(Po)I' (o)| ~ o(™?) (7.61)
RGP LI (Wo)I" (o)| ~ o(e") x o(e7?) ~o(e™"), (7.62)

‘R%‘Pll’z(‘{fo)‘ ~o(e") x o(e2) ~ o(e™)), (7.63)
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Como € é um ndmero pequeno, os termos de menor ordem na expansdo perturba-
tiva serdo aqueles o(e2) e o(e™!), a0 passo que os termos de maior ordem o(e") e o(e')
podem ser desprezados para € < 1. Coletando os termos de ordem mais baixa o(e~?)
temos 2 ) )

Yo 10% Rj 0¥
2 0, 19%0| Kod¥o _ 4 _2p2 /
0 { 52 T3, } 2 502 poRop (o) — toRoI(Po)I' (o). (7.64)

Fazendo o mesmo com os termos de ordem o(e~!) é

e [82‘111 10¥; 1 9%,
0

9%,
a7 o +r_2892] ~Rocos85 7+

or

sin@ 0¥ r
Ry—— = = —oRg |21 p" (¥o) +2——p(¥o) cosB | —
r 89 RO

— GRS |1 (o) (%) + W11 (W) (7.65)

7.3 Soluc¢ao de ordem zero

Na se¢do anterior nés estimamos a ordem de todos os termos da equagdo (7.128). Dessa
forma obtemos equagdes para os termos de menor ordem. O caso mais simples é aquele
onde o termo de ordem mais baixa (ordem zero em €) representa um equilibrio MHD
com simetria cilindrica, portanto Wy = Wy(r), o qual ndo dependera de 6. As superficies
magnéticas serdo cilindros concéntricos ao eixo magnético, e a coordenada z dos mes-
mos estard relacionada ao angulo toroidal por z = Rypp. De (7.64) teremos, para os
termos de ordem mais baixa, a seguinte equacdo de equilibrio

d*Wy  1d¥

dr* r dr

Para que esta equacdo possa ser resolvida precisariamos especificar os perfis da
pressao

= —uoR3p' (Po) — 1§ (Po)!'(Wo). (7.66)

po(r) = p(¥o(r)),
e da funcao de corrente I(Wy(r)). Extraindo o termo de ordem mais baixa das equagdes
(7.78)-(7.80) obtemos as componentes do campo magnético na aproximacao cilindrica,
que sao:

1 d¥
Bo=——2=0 7.67
0 rRy 00 ( )
1 d¥y
B =_ " 7.
00(r) Re dr (7.68)
tol (Wo(r))
Boo(r) = — 2 "0/ 7.
(pO(r) Ro ) ( 69)
donde a fungao de fluxo de ordem mais baixa é
Wo(r) = Ro [ Boolr')dr, (7.70)
e a funcdo de corrente correspondente
Ro
Io(r) =1(Wo(r)) = ——Bgo(r). (7.71)

Ho
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7.4 Solucao de primeira ordem

Os termos de primeira ordem em ¢ satisfazem a equacgao (7.65):

22 °¥ N 19¥, N 1 0¥, R ea\PO

5+ —-——=—+—5 =5 | —Rocosb—— =

01 9r2 r or r2 002 0 or
—uoRG¥ 1 p" (Wo) — 2uoR3rcos Op' (o) — RGP [I' (Po)I(Po)], (7.72)

onde p(¥o) = po(r), etc. sdo obtidas a partir da aproximagéo cilindrica. Usando a regra
da cadeia reescrevemos a expressdo acima como

¥, 10¥;, 1 0¥, d
R§ 52 t7 o, T2 W} +o [oRGP' (Po) + 1GREI (Po)I (Po)] x
d d¥
ﬁ‘i‘l = 2,u0R(3)r cos0p'(¥o) + RocosO d_ro (7.73)

Para resolver (7.73) faremos o seguinte “ansatz” para a corre¢do de primeira ordem
a funcdo de fluxo poloidal:

AP
¥\ (r,0) = —A(r) d—rocos 0. (7.74)

onde A(r) é uma fungdo a ser determinada. Substituindo (7.74) em (7.73) obteremos a
seguinte equacdo diferencial envolvendo esta fungao:

1d [ d¥ydA d{ld [ d¥
RS (2002 Al |22 (20 -
Rora’r (r dr a’r) ROAdr {r dr (r dr )]

d*¥PodA d
2 0 4 1 22 ! _
R T T, {1oRop' (Wo) +uoR51 (Fo)l' (Po) } A =
d¥

= —2u0Ryrp (¥o) +Ro~— (7.75)

O termo entre chaves desaparece quando usamos a equagdo de ordem mais baixa
(7.66), o que nos deixa com

1d | (d¥\’dA| d¥o dp 1 (d¥\’

O campo magnético poloidal na aproximacdo cilindrica (de ordem mais baixa) é
dado, em termos de Wy (r), por (7.68), de forma que (7.84) torna-se

d T ,dA] - dpo .
— |rBgy"— | = — | 2upr—— — B . 7.77
o [r 00 dr} Ry < Hor— 00 ) (7.77)

que pode ser resolvida para A(r) se conhecermos “a priori” os perfis p(r) e Bgo(r) para
o sistema na aproximagdo cilindrica. Isto serd detalhado na préxima sub-segéo.

Considerando, entdo, a solu¢do da equacgao de equilibrio até a primeira ordem, as
componentes dos campos magnéticos serdo:

1 0¥

B, = — 7.78
r(Ro+rcos®) 00 @.78)

1 d¥Yy ¥,
Bg = 7.79
0 R0+rcose( dr * or > (7.79)

Hol

By=———"— 7.80
¢ Ro+rcos8’ (7.80)
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e

Figura 7.2: Deslocamento das superficies magnéticas em relagdo a fronteira do plasma.

e as componentes (fisicas) da densidade de corrente,

1 ol
= 7.81
r(Ro + rcos8) 00 (7.81)
1 ol
Jog=——mF7— 7.82
0 Ro+rcos0adr ( )
Jo = —(Ro+rcos8)?p — @(12)/. (7.83)

2

7.5 Deslocamento de Shafranov

A correcdo em primeira ordem da fungao de fluxo (7.74), no plano equatorial (6 = 0), é
¥, (r,0) = —A(r)¥o, de modo que

W(r,0) = Wo(r) — A(r)¥o ~ Po(r — A(r)). (7.84)

Portanto o fator A(r) representa um deslocamento da superficie magnética, ou seja, a
distancia entre seu centro O’ e o eixo geométrico O [Fig. 7.4]. Entdo A; = A(r = 0),
chamado deslocamento de Shafranov, é o deslocamento do eixo magnético (superficie
magnética de volume nulo) em relagdo ao eixo geométrico (r = 0). A funcdo A(r) serad
obtida por integracdo numérica da equacao diferencial (7.84) desde o eixo magnético
até uma posicdo genérica dentro do plasma (r < a), com as seguintes condigdes de
contorno:

e A(r =a) =0: o deslocamento das superficies magnéticas é nulo na borda do
plasma, uma vez que usualmente a fronteira do plasma confinado num toka-
mak é determinada por um limitador material, representado por um anel de raio
r=a.

o dA 0

drlr=0 — ¥
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Integrando (7.84) para estas condi¢des de contorno obtemos

dA rola A
= B+ 300 785
onde definimos as seguintes integrais [49]
A 240 ./W 1,124Po
=— ar'r™—- 7.86
Bp(r) ]"ZB%O(I") 0 rr dr/ ) ( )
A 2 r
Ui(r) = oY (r)/o dr'v' By (r'). (7.87)
60

O parametro beta poloidal do plasma é a razdo entre as pressdes cinética py e
magnética associada ao campo poloidal Bgyg. Como ambas quantidades variam ao
longo da coluna de plasma é conveniente definir o beta poloidal da seguinte maneira:

Do
B,= , (7.88)
P B% " /210

onde a pressdo média ao longo de uma coluna cilindrica de raio r é

_ [dSpo(r) [y a’r’r’po(r/).

2 = 27 (7.89)
Integrando por partes o numerador obtemos
dpo
— dr'v’? 7.
Py =por)— = [ ar* S, (7.90
tal que (7.88) torne-se
2o 2 dpo 2popo(r) | 4
B, = { / dr ~ + By (7.91)
h Bgo< Bgy(a) '
onde usamos (7.86). Observe que Bp)a) =B,
Calculando a integral (7.102) no ponto r = a temos
=2
A B 2
li(a) = M (7.92)

~ Byy(a)/2u0

que podemos identificar como a indutdncia interna do plasma por unidade de compri-
mento, a qual é definida em termos da energia magnética média associada ao campo

poloidal.
Avaliando (7.85) na borda do plasma teremos, entao
dA a 1
ar r:a__R_O <Bp+§£i) ——R—O(A-i—l) (7.93)

onde definimos o pardmetro de assimetria de Shafranov:

A:Bp+%—1. (7.94)

Podemos integrar novamente (7.85) e obter diretamente a fun¢do A(r) como
1 “ ol / 1, /
A(r) = — / ar'y’ |By() +56(7)] (7.95)

RO r
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0,8
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Figura 7.3: Perfis para a densidade de corrente normalizada, para alguns valores do
parametro v

7.6 Perfis radiais na aproximacao cilindrica

Vamos considerar, a guisa de exemplo, os seguintes perfis para a pressdo e densidade
de corrente na aproximacao cilindrica [Fig. 7.3]

2\ V.
J()(l—;—z) é, sel<r<a

0 ser>a.

J(r) = , (7.96)

po(l—r—i)y se0<r<a
. (7.97)

0 ser > a.

onde v e ysdo parametros cujos valores serdo tomados como inteiros ndo-negativos. A
corrente total de plasma é obtida a partir de (7.6) como

7'l'J()Ll2

a
I, = /dSJZ :27t/0 drrJ.(r) = vl (7.98)

O campo magnético poloidal é obtido a partir da componente z da lei de Ampere
(4.12):

Bg(r) = '%/0 ar'r'y,(v'), (7.99)
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1!5 T T T T T T T

Bm{'r}fﬂm{'ﬂ}
T

05 /; — V=1
S
—m y=3
0 N T S T T R B
0 02 04 06 08 1 1,2 1,4
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Figura 7.4: Perfis para o campo magnético poloidal normalizado para alguns valores
do parametro v
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Figura 7.5: Auto-indutancia por unidade de comprimento em fun¢do do parametro v

onde a densidade de corrente é dada em (4.73). Obtemos dai [Fig. 7.4]

a 2\VT!
Beo(r>{Be°(a)7[l<lf7> } sel=r=a (7.100)

Bgo(a)4 ser>a.

r

onde o campo poloidal na borda do plasma é

toJoa Beo(r = 0)
B = = } 7.101
60(“) 2(V+1) v+1 ( 0 )

Usando (7.100) a auto-indutédncia interna do plasma por unidade de comprimento,
dada por (??), é [53]

1 2
0= 2/0 d?x [1 —( —xz)v“} — Y2y (VE2) — (34 2v), (7.102)

onde y = 0,577216 é a constante de Euler-Mascheroni e y(z) =I"(z)/T(z) é a fungdo
digama. Na Fig. 7.5 mostramos o valor da auto-indutancia em fun¢do do parametro v
calculado por meio de (7.102). Os valores obtidos podem ser convenientemente ajus-
tados pelo seguinte polindmio de terceiro grau:

¢ = 0,509 +0,462v — 0,06308 v 4 0,004437v>. (7.103)
Analogamente, usando o perfil da pressdao dado por (7.6) o valor do beta poloidal, dada
por (7.104), é

2u0po
= — . 7.104
By = B2 @+ 1) (7.104

Com a normalizagdo x = r/a a func¢do A em (7.95) pode ser reescrita como
A 1 A 1,
Al) = i/ dx'x’ {Bp(x’) + Eéi(x/)} , (7.105)
X

a RO
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Parametro Simbolo Valor
raio menor a 0,180m
raio maior Ro 0,615m
corrente de plasma (max) I, 100kA
duragédo do plasma Tq 150ms
temperatura eletronica T, 400eV
densidade de elétrons Ne 3x10m=3
campo toroidal Br 1,07T

Tabela 7.1: Parametros do tokamak TCABR (Instituto de Fisica da Universidade de Sao
Paulo).

0,1
008 e . i
0,06~ i
o RN
> — v=3,0
0,04~ -~ v=2,0 R
= V:I,O '\_:\
0,02 "‘-\\_\ ]
0 : ‘ L | I | I | L
0 0,2 0,4 0.6 0.8 1

r/a

Figura 7.6: Deslocamento das superficies magnéticas em fun¢do da posigdo radial, para
parametros do tokamak TCABR (vide Tabela 7.1).

onde A(1) =0e A(0) = A, é o deslocamento de Shafranov. Usando os perfis de pressao e
de densidade de corrente as fun¢des no integrando sdo dadas por (7.86) e (7.102) como

Bo() = 2m(y+ DB, | s (12", (7106
N - 2 xd_x’ B B 2 v+1 2
fix) = [1_(1_x2)Y+1]2/0 - -)" (7.107)

onde o beta poloidal é dado por (7.104).

A integral (7.105) pode ser feita numericamente usando, por exemplo, o0 método
de Romberg. Nos calculos numéricos utilizamos parametros do tokamak TCABR, em
operacdo no Instituto de Fisica da Universidade de Sdo Paulo, conforme a Tabela 7.1.
O inverso da razdo de aspecto é € = a/Ry ~ 0,29, o valor do beta poloidal é 0,61, o fator
de seguranga na borda do plasma é g(a) ~ 5 e 0s expoentes dos perfis de corrente e
pressdo sdo v = 3 e Y= 1, respectivamente.
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0,08

UGS 1 | 1 | 1 | 1 | 1
\!‘

Figura 7.7: Deslocamento de Shafranov em fung¢do do expoente v.

O valor de A(r), normalizado pelo raio do plasma a, é mostrado na Fig. 7.6 em
funcado da razdo r/a para diferentes valores dos expoentes v com y = 1. Para todos eles
observamos que o deslocamento é maximo no eixo geométrico e decresce monotoni-
camente na medida em que nos aproximamos da borda do plasma, como requerido
pelas condig¢des de contorno. Quanto maior o valor de v maior o deslocamento para
um dado raio.

Estamos interessados, em particular, no deslocamento de Shafranov A; = A(0) que,
de fato, aumenta com o expoente v, bem como com o expoente do perfil da pressdo y
[Fig. 7.7]. Observamos que este deslocamento pode chegar a 20% do raio do plasma.
Parav =3ey=1, que sdo valores padrdo para o tokamak TCABR, este deslocamento
é de cerca de 15%.

Outro fator que interfere no valor do deslocamento de Shafranov é o beta poloidal
(7.104), conforme a Fig. 7.8. Via de regra, quanto maior 3, maior é o valor de A, sendo
esse efeito mais pronunciado para valores maiores dos expoentes v e Y.

7.7 Fator de seguranca na aproximacao cilindrica

No capitulo anterior definimos o fator de seguranca das superficies magnéticas toroi-
dais pela expressdo (6.21)

1B
4= 7{ ~ 20 (7.108)
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Figura 7.8: Deslocamento de Shafranov em fung¢do do beta poloidal.

onde R = Ry +rcos®, By e B, = Bg representam os campos toroidal e poloidal, respecti-
vamente.
Na aproximagdo cilindrica (grande razdo de aspecto) 1/R ~ 1/Rg e ds = rd®, de

modo que
1 r Byo
. i 0, 7.109

271' Ro Bgo 7{ ( )

pois as superficies magnéticas, nesse caso, sdo cilindros coaxiais com r = const.. Por-
tanto
r Boo
Ro Beo

O campo poloidal na aproximacgdo cilindrica, Bgy, é dado por (7.100) e o campo
toroidal By por (7.69). Portanto o fator de seguranca serd dado por

(7.110)

a Bgo r2/a2
RO BGO(a) 1 ( r2)1+V7

q(r)= (7.111)

onde v é o expoente do perfil para a densidade de corrente em (7.6).
Calculando em r = a e usando (7.101) teremos o seguinte perfil para o fator de
seguranca na aproximacao cilindrica:

(7.112)

onde
(7.113)
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q(ri/a(a)

rla

Figura 7.9: Perfil radial para o fator de seguranga para alguns valores do parametro v



196 CAPITULO 7. EQUILIBRIO MHD EM TOKAMAKS

é o valor de ¢ na borda do plasma. Tomando o limite r — 0, e usando a regra de
L'Hospital, o fator de seguranca no eixo magnético é dado por:

g(0) = fgf)v (7.114)

Na Fig. 7.9 mostramos perfis radiais para o fator de seguranca para alguns valores
do parametro v. Desde que v # 0, observamos ser este perfil monotonicamente cres-
cente. No entanto, perfis ndo-monotonicos para o fator de seguranca também podem
ter aplicagdes interessantes na fisica de tokamaks.

Um tipo de instabilidade perigosa para plasmas de fusao é a instabilidade de dobra
(“kink”). Se o vaso toroidal tem condutividade infinita o chamado critério de Kruskal-
Shafranov indica a auséncia de instabilidade de dobra se g(r) > 1 na coluna de plasma,
como vimos no Capitulo V. Como o perfil do fator de seguranca é monotonico e tem
um valor minimo no eixo magnético, resulta que é suficiente escolhermos ¢(0) = 1
para satisfazer a este critério. Alids, esse é o motivo da quantidade ¢(r) ser chamada
de “fator de seguranga” para a coluna de plasma. De (7.114) temos que essa condigdo
implica em v = g(a) — 1 para o expoente do perfil da densidade de corrente.

7.8 Correcao toroidal para o campo magnético e densi-
dade de corrente

Uma vez determinada a fungdo A(r), para 0 < r < g, (7.74) nos da a funcao de fluxo até
primeira ordem de perturbagdo

W(r,0) = Wo(r) —A(r)%cose. (7.115)

Usando (7.78)-(7.80) as componentes do campo magnético em coordenadas pseudo-
toroidais serdo:

1 oY

B=—— 7.116

" r(Ro+rcos®) 00 ( )
1 oY

Bg=———— 7.117

0 Ro+rcosO or ( )
1o

By = ———"——I(¥). 7.11

¢ Ro+rcos0 (%) ( 8

Ja as componentes da densidade de corrente podem ser obtidas diretamente a partir
de B via lei de Ampeére. Usando (A.80) temos

1 1 0
- IR Bo|, 7.11
/ uor Ro+rcos® 00 [( 0+ reosf) q’} ( %)
1 1 0
Jo=———————|(R 0)B 7.120
0 o Ry —+rcos6 or [< 0+ rcosd) q’} ( )

1 [0 0B,
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Em ordem zero (aproximacao cilindrica) temos que

Bo=0, Bgy= Rioa%, Bgo = —;—21(%) (7.122)
Jo=0,  Joo= —#lodg;"o, Jo= ‘%%(m%). (7.123)
Em primeira ordem estas componentes ficam:
B,(r,0) = —%A(r)Beo(r) sin®, (7.124)
Bg(r,0) = K% + RLO) Beo(r) — Adgfo} cos® (7.125)
Bo(r,0) = —% A(r)sin® — RLOBQO cos . (7.126)

Na borda do plasma (r = a), usando (7.93) e a condigdo A(a) =0, o campo poloidal
(7.125) se escreve:

Bg(a,0) = Bgo(a) (1 + RioACOS 6) . (7.127)

7.9 Solucao de vacuo

Num tokamak a fronteira do plasma é determinada por um limitador material (como
um anel de grafite) que fixa o raio do plasma em r = a. A cdmara toroidal, por sua vez,
tem um raio r = b > a, de modo que hd uma regido a < r < b onde ndo ha essencial-
mente plasma de modo que o campo nela é de vacuo. Como veremos na sequéncia, a
existéncia dessa regido de vacuo resulta num deslocamento adicional das superficies
magnéticas (em relacdo ao deslocamento de Shafranov). Este deslocamento adicional
pode resultar numa perda de plasma, de modo que um campo vertical de equilibrio é
aplicado (usando bobinas suplementares) de modo a produzir uma forga radial para
dentro da cdmara, que contrabalance este efeito adicional no deslocamento.

O campo de vacuo na regido a < r < b pode ser obtido a partir da equacdo de Grad-
Shafranov em coordenadas pseudo-toroidais (??), onde fazemos o segundo membro
igual a zero

(7.128)

Y 19¥ 1 oY 1 OF sinfd¥) _
or r o 08)

e R S S gl YT
or? +rar +r2862 Ro+rcos® €08

No caso de grande razdo de aspecto (r < Rg) podemos desprezar o termo sublinhado
e fazer o seguinte ansatz para a solugao:

W, (r,0) = f(r)cos®. (7.129)

Substituindo (7.129) nos termos ndo-sublinhados em (7.128) concluimos que f(r) ~ Pt

tal que a sua solugdo seja a combinagdo linear de ambas:

P, (r,0) = <a1r+ @) cos, (7.130)

r

onde a; e a> sdo constantes de integragéo.
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A contribui¢do mais importante ao campo de vacuo é naturalmente aquela gerada
pela propria corrente de plasma. No Capitulo anterior (onde usamos coordenadas
cilindricas-II) vimos que a fungdo de fluxo correspondente a uma uma espira de raio
R’ = Ry e cujo centro estd situado na posi¢do Z' = 0, conduzindo uma corrente de plasma
I,, é [cf. Eq. (6.144)]:

2
W, (R,Z) = RAo(R. Z) = ‘;O—I?’\/RRO Kl - %) K (k) — E(k)} , (7.131)

onde, de (6.141) e das relagdes R = Ry + rcos0 e Z = rsin0 temos que

4RRy 1+ R—’Ocose

K= —
(R+Ro)>+2% 1+ £cosO+

(7.132)

r2
2
4R0

e K(k) e E(k) sdo as integrais elipticas completas de primeira e segunda espécies.
Na aproximacdo de grande razdo de aspecto (r < Rp) podemos expandir (7.132),

obtendo )
1r 1r
k~1—-— K=vV1-k~-— 7.133
8R(2)7 2R07 ( )

de maneira a podermos empregar as expansoes para as integrais elipticas [?]:

K(k) ~ In (%) +% {m (g) - 1} SR (7.134)
E(k) ~ 1+ % {m (%) - %] K24 (7.135)

Ap6s um tedioso célculo, desprezando os termos de ordem r*/Rj ou superiores,
obtemos

W ,(1,0) = @ {% [m (S—fO> - 2} n ﬁ [m (8—1:0> - 2} cose} . (7.136)

Combinando (7.130) e (7.136) temos a funcado de fluxo para os campos de vacuo:

¥Y(r,0) =¥, (r,0)+¥,(r,0)

(3
21 r

I 8R
Holp {I’ |:11’1 ( 0) 1:| + ‘a —|—C2r} cosO (7137)
r r

4r
onde as constantes de integragdo foram redefinidas como

4TCa2 47ta1
a=-—5, ¢y = -
Hol)p Mol

1. (7.138)

Substituindo (7.137) em (7.79) obtemos, para o campo poloidal de vacuo:

tolp  wolp 8Ro 1
B =——+——|In| — | ——= 0. 7.139
on8) = e Tamry M\ ) T ) (7.139)
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Calculando este tltimo na borda do plasma (r = a) e comparando com a expressdo de
Shafranov temos a seguinte relagdo a ser obedecida pelas constantes de integracao:

SR
In (—°> +oA=D - (7.140)
a

r

Analogamente, inserindo (7.137) em (7.78) calculamos o campo radial de vacuo:

I R
B, (r,0) = 2P {r {m (M) - 1} + 071 +czr} $in 6. (7.141)

- 4mtRyr r

Impondo que este campo seja nulo em r = a temos uma nova relagdo

R
A ca=—a {m <ﬁ> - 1} . (7.142)
a

r

Resolvendo o sistema formado por (7.140) e (7.142) obtemos:

1
c1 = a> (A+ 5) , (7.143)
¢ =— {m (%> —A- 1} , (7.144)
r 2
os quais, quando substituidos em (7.137), nos fornecem a funcao de fluxo de Shafranov:
uol,Ro 8Ro
Y(r,0) = 1 -2 7.14

_ ’“:’—ft”r {m (2) + <A+ %) (1 - j’—jﬂ cos 6.
7.10 Campo vertical de equilibrio

A partir da funcdo de fluxo de Shafranov podemos determinar o campo vertical de
equilibrio necessdrio para compensar o deslocamento horizontal da coluna de plasma.
Para tal temos que considerar o comportamento dos termos de (7.145) quando r € muito
grande (nesse caso, superior mesmo ao raio do vaso toroidal, ou seja, eventualmente
fora do tokamak). O fator In(8Ry/r) — 1 em (7.145) é uma aproximagdo, vélida para

r < Ry, para a fungdo
k2
e

que tende a zero quando r — « em (7.131), pois K(0) = E(0) = n/2. A mesma coisa
ocorre com o termo c;/r, de modo que, quando r é muito grande, o inico termo sobre-
vivente na fungdo de fluxo de Shafranov é aquele proporcional a rcos6:

1
Y, ~ ‘L;O—;czrcos 0, (r>Ro)

o qual corresponde a um potencial vetor

1
_Ro +rcos®

A

A, = ¥(r,0) &.
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D vaso do
>

tokamak

bobinas do campo vertical

Figura 7.10: (a) Forcas de expansao radial da coluna toroidal de plasma; (b) Bobinas de
campo vertical para um tokamak.

O campo vertical de equilibrio é tal que B, =V x A,. Tirando o rotacional da ex-
pressdo acima temos que

Holpco
B, ="—=. 7.146
Y 47tR() ( )
Substituindo (7.144) obtemos, finalmente,
wol, S8Ry 1
B, = — 1 A——]. 7.147
' T 4nR, { ! < ;) Th T3 (7.147)

Este campo vertical é necessdrio para manter o plasma em equilibrio, pois seu
efeito é produzir uma for¢a magnética que contrabalance a forca expansiva causada
pela propria corrente de plasma toroidal. Conforme mostra a Fig. 7.10(a) o anel de
corrente tem segmentos diametralmente opostos que se repelem, o que provoca uma
forga resultante expansiva (“hoop force”). Num tokamak o campo vertical é gerado
por bobinas do tipo Helmholtz paralelas ao plano Z = 0 [Fig. 7.10(b)]. Um sistema
computacional ajusta o valor da corrente nas bobinas do campo vertical na medida em
que a coluna de plasma se desloca de forma indesejavel na dire¢do horizontal, de modo
a evitar a colisdo da coluna de plasma com outros elementos construtivos da maquina.



Capitulo 8
MHD dissipativa

Neste capitulo faremos uma incursdo pelo dominio dos fendmenos MHD dissipati-
vos, nos quais hd duas processos dissipativos fundamentais: (i) a viscosidade, que
provoca perda de energia devido ao atrito interno no interior do fluido, e que é pro-
vocada pela existéncia de gradientes de velocidade; (ii) a condugdo térmica provocada
pela existéncia de gradientes de temperatura. Em ambos os casos, vamos dar uma
descricdo fenomenoldgica que corresponde a termos adicionais nas equagdes MHD,
mas é possivel obter tais termos de forma rigorosa pelo uso da teoria cinética dos gases
e da termodindmica de processos irreversiveis, como em [17].

8.1 Conjunto reduzido de equacdes MHD

As equagoes da MHD néo-ideal (resistiva) foram obtidas da teoria de um fluido, com
o auxilio de uma série de aproximagdes (por exemplo, restringimo-nos a fendmenos
de baixas frequéncias, plasmas sem viscosidade, comportamento isotrépico, processos
adiabaticos, etc.):

e Equagdo da continuidade

9p
= V- (pv) =0, (8.1)
e Equacdo de movimento
ov
p {a—t—F(V-V)V} =—-Vp+JxB, (8.2)
e Equacdo adiabética (y=5/3)
d ,
ar (pp7") =0 (8.3)
e Lei de Faraday
oB
VXxE=—— .
x E 5 (8.4)
o Lei de Ampere
VxB= ,U()J, (85)
e Lei de Ohm generalizada
E+vxB=nl. (8.6)

201



202 CAPITULO 8. MHD DISSIPATIVA

Tomando o rotacional de (8.6) e usando (8.4) obtemos

B Uk (vxB)= v (VxB). (8.7)
ot Mo
A lei de Gauss magnética V- B = 0 ndo é considerada propriamente uma equacdo da
MHD, mas sim uma restricdo aos campos magnéticos que sdo admissiveis dentro da
teoria. Ela nos indica que
Vx(VxB)=-V’B (8.8)

o que nos leva a chamada equacao de difusdo magnética

B
B v (vxB)+Nv2B (8.9)
ot Mo
sobre a qual falaremos mais a frente.
Substituindo (8.5) em (8.2) resulta

p {a—v%—(v-V)v} = —Vp+i(V><B) x B. (8.10)
ot Mo
Usando a identidade vetorial
BZ
V(7> =B x (VxB)+(B-V)B, (8.11)
reescrevemos (8.10) como
ov 1 B?
— 4+ (v-V)v|=—B-V)B-V | p+— |, 8.12
|5+ 9] = LB vB-v (p ) .12

de forma que eliminamos o campo elétrico e a densidade de corrente das equagdes
MHD.

8.2 Tensor tensao viscosa

Como a densidade dos plasmas é algumas ordens de grandeza abaixo da densidade do
ar, usualmente a viscosidade de um plasma é desprezada. No entanto, a magnetohi-
drodindmica também pode tratar o movimento de um fluido condutor de eletricidade
e sujeito a um campo magnético. Nesta categoria temos desde metais liquidos, como
o mercurio e o sodio, até o magma terrestre. Para todos estes materiais a viscosidade é
um efeito extremamente importante.

Em plasmas vimos que, no caso adiabatico, o tensor tensdo é frequentemente isotrépico

T=—pl, (8.13)

onde p é a pressdo e | é o tensor identidade. Podemos adaptar essa expressdo para in-
cluir um termo T’ que represente o efeito das forcas de viscosidade sobre o movimento
do fluido:

T=—pl+T. (8.14)

O tensor tensdo viscosa T’ depende linearmente das derivadas espaciais da veloci-
dade do fluido, e deve anular-se identicamente para um fluido em rotacdo uniforme.
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O tensor de segunda ordem mais geral que satisfaz estas duas condi¢des tem compo-
nentes [15]

dv;, Jdv vy
F—a ==+ 22X —5S.
Tik =a (axk + axi) +b axésllﬂ (815)
onde a e b sdo coeficientes independentes da velocidade e
vy
V.y= -t
v 0xy

Usualmente nés preferimos trabalhar com as seguintes quantidades: u (coeficiente de
viscosidade de cizalhamento) e { (coeficiente de viscosidade volumétrica), definidos

de modo que
dv; vy 2. Jdvy vy
/ f— — + —_—— — o — + —_— .

Tie = (axk ox; 3 i axz) Caxz it (8.16)

O termo entre parénteses na expressao acima é denominado “deviante” do tensor

tensao
dv; Odvy 2. dvy

Wi ==—+=——=0p=— 8.17

ik axk + axl 3 ik ax[? ( )

cujo trago é nulo, como pode ser verificado diretamente. Substituindo em (8.14) temos
T =uW+L(V-v)L (8.18)

Se o0 escoamento for incompressivel, entdo vimos no Cap. II que subsiste a condigao
(2.128)
V.v=0. (8.19)

Nestas condig¢Ges o termo da viscosidade volumétrica desaparece. Além disso, é co-
mum utilizarmos o coeficiente de viscosidade cinematica, definido como

u
o (

Para o merctrio, por exemplo, v = 0,114 x 10~%m?/s.
O divergente do tensor (8.14) é

V.T=-Vp+V.T, (8.21)
onde a contribuicdo do termo de tensdo viscosa é

V-T = uV-W4LV(V.v)
= uViv+ (C—F%,u) V(V-v). (8.22)

Substituindo (8.22) em (8.12) temos a equagdo de movimento para a MHD viscosa
no caso geral

P+ (v-V)v|=-Vp+
Vv + (C+ 1) V(V-v) + I x B—pVe. (8.23)

Na auséncia de forcas magnéticas essa expressdao reduz-se a equagdo de Navier-Stokes
da hidrodindmica. Para fluidos incompressiveis a condi¢do (8.19) e a definicdo (8.20)
permitem-nos escrever a equacdo de movimento da MHD viscosa numa forma mais
simples:

ov

1 1
— V)v=—-V Vv+ -~ JxB—Vd. 24
at—f-(V )V 5 p+Vv V+pJ>< (8.24)
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8.3 Equacdes da MHD dissipativa

No conjunto de equagdes da MHD nao-ideal, visto no Capitulo III, admitimos que
continue sendo vélida, na presenca de outros efeitos dissipativos, a equagao da conti-
nuidade (2.177)

%—? +V-(pv) =0, (8.25)
bem como a equagdo de difusdo magnética (8.26)
B G (vxB)+ V2B, (8.26)
ot Ho

que combina a lei de Faraday e a lei de Ohm generalizada. Obviamente o termo que
contém a resistividade 1 do plasma ja representa um efeito dissipativo.

Incluindo, agora, o efeito da viscosidade, visto na segdo anterior, usamos a equagao
de movimento (8.24)

p|:a_v+(v.V)V:|:—Vp—iBX(VXB>+j’- (8.27)
ot Mo

onde usamos a Lei de Ampere (8.5) para eliminar a densidade de corrente, em favor
do campo magnético, e definimos

F =oV3v+ <C+%,u> V(V-v)+J xB—pV. (8.28)

que representa fisicamente as forgas externas que atuam sobre uma unidade de volume
de plasma, o que inclui os efeitos gravitacionais e da viscosidade.

Na presenca de resistividade, ja no Capitulo 2 argumentamos da necessidade de se
corrigir a equagdo da energia. De modo geral, quando incluimos os efeitos dissipati-
vos na teoria MHD temos também que levar em conta as perdas de energia interna do
fluido devido as trocas irreversiveis de calor. Os processos dissipativos mais impor-
tantes envolvidos em problemas magnetohidrodindmicos sao [16]:

e conducdo térmica: o fluxo de calor q é dado pela lei de Fourier
q=—xVT, (8.29)
onde k é a condutividade térmica e T a temperatura do fluido;
e resistividade: devemos usar a lei de Ohm generalizada
E+vxB=n]. (8.30)
com resistividade 1 finita;

e radiacdo térmica: a poténcia irradiada por unidade de area (ou radidncia total) &
é dada pela lei de Stefan-Boltzmann:

R = opT*, (8.31)

onde 6 = 5,670 x 103w / m2.K* é a constante de Stefan-Boltzmann.
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H4, ainda, a possibilidade de outras fontes de aquecimento do plasma. Por exemplo,
em plasmas de fusdo é comum a aplicacdo de ondas e mesmo de feixes particulas,
como métodos auxiliares de inje¢do de corrente.
Recordamos que, no caso adiabatico (sem perdas de energia), tinhamos, de (??), a
condigdo
pY d

Para incluir fenomenologicamente os termos dissipativos, adicionamos ao segundo
membro da expressdo acima a poténcia total dissipada Q, a qual inclui os véarios meca-
nismos mencionados para a perda de energia:

p'Y

d
S PP =0= 0400t O (8.33)

onde a poténcia dissipada pela condugdo térmica é, de (8.29)
Q. =—-V-q=xVT, (8.34)

a poténcia dissipada pelo efeito Joule (conversao irreversivel de energia eletromagnética
em calor), de (6.69):

1
Q,=J~E:H(E2+VXE-B), (8.35)
e a poténcia irradiada, de (8.31):
Qi = —p*AR = —p°AcpT*. (8.36)

Finalmente, o termo Q), representa a poténcia associada a outras fontes de aquecimento
do plasma.

8.3.1 Efeitos anisotrépicos

Quando um forte campo magnético estd presente num plasma, o movimento das suas
particulas tém caracteristicas bastante distintas nas dire¢des paralela e perpendicular
ao campo. Como estudamos no Cap. 1, na direcdo paralela ao campo temos basica-
mente a giracdo, ou seja, o movimento do centro de guia. Para B intenso o raio de
Larmor r; ~ B~! [cf. (1.68)] seré relativamente pequeno, de modo que na direcdo per-
pendicular ao campo o movimento predominante serd a deriva E x B.

De (1.82), a velocidade desta deriva é a mesma para elétrons e ions do plasma.
Assim a energia cinética média sera diferente ao longo das dire¢des paralela e per-
pendicular do plasma. Esta distin¢do nos permite supor que a pressao possa ser ani-
sotrdpica, ou seja, tenha valores diferentes ao longo das dire¢des paralela e perpendi-
cular ao campo magnético, denotados por p| e p,, respectivamente, conforme Chew,
Goldberger e Low (CGL) [69].

Na teoria de Chew-Goldberger-Low os elementos ndo-diagonais do tensor tensao
sdo nulos, como no caso isotrépico, mas os elementos diagonais sdo diferentes. Su-
pondo que o campo magnético esteja ao longo da direcdo z: B = BZ, as dire¢des per-
pendiculares serdo x e y, de modo que o tensor tensao serd

Pl 0 0
(Tij) = 0 p. O , (8.37)
0 O P
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ou, simbolicamente,

BB
T=pil+(p—pL)55 =pil+(p—pL)bb, (8.38)

B
onde b = B/B é um vetor unitario na direcdo do campo magnético e bb é o seu respec-
tivo produto diddico.

O divergente do tensor tensdo serd, neste caso,

V.T:VpDL(B.V)Kp;z“)B}, (8.39)

onde usamos a condi¢do V- B = 0. Substituindo na equacdo de movimento (8.12) tere-
mos (sem o termo gravitacional)

0 [%+(V.V)V:| — _Vp,—(B-V) [(p”;sz)B} +JxB. (8.40)

Usando a identidade vetorial (2.187) e a lei de Ampere obtemos para a forga de
Lorentz a expressao

2
JxB=-V (B—) + B2 (8.41)
2o Mo
que, ao ser inserida em (8.42) leva a
ov B? B p—rL

E importante salientar que a anisotropia de pressdes ndo é um efeito dissipativo,
estando ainda no escopo da MHD ideal. No entanto, a equacdo da energia (??) ndo
é mais valida, tendo de ser substituida pelas chamadas equagdes duplo-adiabaticas.
Maiores detalhes podem ser vistos na Referéncia .

Outro efeito anisotrépico importante refere-se ao fluxo de calor devido a condugao
térmica. Nestes casos, é conveniente separar o termo (8.34) em duas partes, referentes
as dire¢des paralela e perpendicular ao campo magnético

V'q:VH‘(KHV||T)+VJ_'(KJ_VJ_T)7 (8.43)

onde V| e V| sédo gradientes calculados ao longo das direcdes paralela e perpendicular
ao campo magnético, respectivamente.

A condugéo térmica ao longo das linhas de campo magnético é efetuada principal-
mente por elétrons, enquanto na diregdo perpendicular a elas, a condugao é devida
aos fons positivos. As seguintes rela¢des para as condutividades térmicas paralela e
perpendicular ao campo sdo

K =10""T2W/mK,  (TemK), (8.44)

K
— =2x1073!

X vk (nemm*3 ,BemT). (8.45)

Concluimos, portanto, que para plasmas fortemente magnetizados (B alto), a condugao
térmica é efetivamente apenas ao longo das linhas de campo magnético. Esta é uma
suposicdo que tem sido aplicada com frequéncia para justificar o uso de equagdes
isotérmicas para processos que envolvem o movimento ao longo das linhas de campo,
como a rotagdo toroidal de plasmas em Tokamaks.
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8.4 Difusao magnética

Inicialmente, por simplicidade, vamos desconsiderar os efeitos tanto da viscosidade
como da condugao térmica, retendo apenas o termo relativo a resistividade do plasma.
Partimos da equacdo de difusdo magnética

B v (vxB)+ v, (8.46)
ot Ho

Definindo o coeficiente de difusdo magnética

D, =1 (8.47)
Ho
ela é reescrita como 3B
= — D, V’B =V x (vxB). (8.48)

Para um fluido em repouso (v = 0) ela reduz-se a equacdo classica de difusdo (ou
do calor)

— —D,V’B=0. (8.49)

Assim como a concentracdo de uma substidncia que se difunde num meio diminui
com o tempo, também podemos associar a equacado (8.49) a um decaimento do campo
magnético com o passar do tempo. Para estimar o tempo caracteristico de decaimento
tm vamos considerar um comprimento caracteristico L do sistema. Analisando das di-
mensodes dos termos em (8.49) obtemos

B L2 B ‘U()Lz

== (8.50)

mostrando que o tempo de decaimento pode ser bastante grande para um bom condu-
tor.

Num plasma de fusdo, por exemplo, L ~ 1m e a resistividade é da ordem de n ~
1078Q.m, de modo que Dy, ~ 8 x 1073m? /s e portanto #,, ~ 120s [21]. J& no ntcleo Ter-
restre, composto basicamente de Fe e outros metais no estado liquido devido a alta
temperatura, para o qual N ~ 10~ 'Q.m. Neste caso D,, ~ 0,08m? /s e, para um compri-
mento da ordem de L ~ 10%*km o tempo de decaimento seré t,, ~ 10135 ~ 10’ anos. Como
aidade da Terra (da ordem de 10° anos) é muito maior que este tempo, se ndo houvesse
um mecanismo regenerador do campo magnético Terrestre, este j4 ndo mais existiria.
De fato, este mecanismo regenerador é chamado dinamo magnético, e a MHD é bas-
tante empregada em seu estudo.

Vamos, agora, considerar o movimento do fluido. Na equacdo de difusdo magnética
(8.48) ha o termo adicional V x (v x B) devido a velocidade, chamado termo de adveccao.
A razéo entre os termos difusivo D,, VB e de advecgdo ¢ denominada ntiimero de Rey-
nolds magnético
R - IVx(vxB)| uVL

" T D.V?B] T q

onde V é uma velocidade caracteristica do movimento.
Para o Hg, que é um metal liquido, n ~ 107%Q.m. Supondo um escoamento para o
qual L ~ 10cm e V = 10cm /s, o namero de Reynolds magnético é R,, ~ 0,01 < 1, ou seja,

(8.51)
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o termo de difusdo é bem mais importante que o de advecgao. Ja para o caso do ntcleo
Terrestre, onde o Fe liquido tem movimentos convectivos da ordem de V ~ 10cm/s, o
ntimero de Reynolds magnético, R,, ~ 10 >> 1, é tdo grande que o termo de difusdo
é irrelevante frente ao de advecgdo, e podemos despreza-lo. Em plasmas de fusao,
porém, como V ~ 100m/s, o nimero de Reynolds é da ordem de R,, ~ 10 e, portanto,
devemos reter ambos os termos na descricao MHD [21].

Como um exemplo de solugdo da equagdo de difusdo (8.49) vamos considerar um
campo magnético unidimensional, porém dependente do tempo, na forma B = B(x,?)e,,
satisfazendo pois

oB 0°B
= — Dy— 52
al M ax2 ’ (8 5 )
onde o seu valor inicial é dado por
B >0
B(x,0) = { "0 7 (8.53)
—Byp,sex < 0.
e adotamos as seguintes condi¢des de contorno (no infinito)
B(x — +oo,1) = £By. (8.54)
A solucéo, neste caso, é
2By [S
B(x,t) = Boerf (§) = 77‘; i e du, (8.55)
onde N
= 8.56
T Do (8.56)

Na Figura ??(a) mostramos a evolugdo temporal do perfil do campo magnético,
que exibe uma difusdo progressiva que suaviza o degrau existente em x = 0. Da lei de
Ampére, a densidade de corrente é dada por

1 oB 0B 9§,
=—VxXB=—e¢,=—=— 57
J o X 5 & 3 . (8.57)
Usando (8.55) e (8.56) obtemos
2By 1 x?
J — _ 8.58
¢ Ho 4Dyt °xp ( 4DMZ‘) ’ ( )

cuja evolucdo temporal estd mostrada na Fig. ??(b). Para um tempo ¢ fixo, podemos
determinar a largura da curva de Gauss correspondente como

Ax = 2x,, = 4/Dyt. (8.59)

onde x,, é a distdncia x para a qual a densidade de corrente cai a 1/e do seu valor
maximo. Nos interpretamos Ax como a espessura de uma camada onde a corrente é
apreciavel (current sheet).

Devido a condic¢do de contorno adotada, o campo magnético a grandes distancias
permanece constante no tempo. Assim, as linhas de campo magnético na camada de
corrente ndo estdo movendo-se para longe, mas sim difundindo-se até sua aniquilagao.
De fato, a difusdo é um processo dissipativo, de forma que a energia magnética é con-
vertida em calor por dissipagdo 6hmica (efeito Joule). As camadas de corrente sdo
muito comuns em plasmas astrofisicos, como na Heliosfera e na Corona solar. Nesta
ultima, elas sdo responséveis pelos chamados “capacetes”, que sdo estruturas conicas
que podem ser observadas em eclipses totais do Sol [vide a Fig. 1.12 do Cap. 1].
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Figura 8.1: Figura esquematica para um escoamento de Hartmann entre placas planas
paralelas.

8.5 Escoamentos de Hartmann

Nas aplicagdes da MHD para plasmas de fusdo nés usuamente desprezamos o efeito da
viscosidade, uma vez que tratamos de gases ionizados a baixas pressdes. No entanto,
quando aplicamos a MHD para estudar o escoamento de fluidos condutores, como
mercurio ou metais fundidos, os efeitos da viscosidade sdo importantes. Um exemplo
de interesse tecnoldgico consiste na refrigeragdo de reatores a fissdo nuclear por meio
de Sédio liquido que circula em trocadores de calor dispostos em volta do reator.

Um caso que permite um tratamento analitico completo (escoamento de Hartmann)
consiste num escoamento laminar de um fluido condutor entre duas placas paralelas
de comprimento ¢ em repouso nas posigdes z = =L e com uma diferenca de pressao
p1 — p2 entre as extremidades abertas. Se as placas sao muito extensas (em comparagdo
com sua separagdo, L < /) podemos desprezar efeitos de borda e considerar apenas a
componente x da velocidade do fluido v = v(z)é,.

Aplica-se um campo magnético externo e uniforme B,y = Boé; na dire¢do perpen-
dicular a placas. Por outro lado, como o fluido préximo ao plano mediador (z = 0)
move-se mais rdpido que o fluido préximo as placas, devido a viscosidade do fluido
o movimento do fluido tende a empurrar as linhas de campo magnético na dire¢do do
movimento, de modo que este adquire também uma componente paralela ao movi-
mento na direcgdo x:

B =B,(z) &+ Boé;, (8.60)

bem como um campo elétrico uniforme na dire¢do y: E = E€,. Admitindo isotropia na
condutividade havera uma densidade de corrente na mesma direcao: J = Jé,.

Considerando o fluido como sendo incompressivel (V - v = 0) e ignorando as forgas
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gravitacionais a equagdo de movimento serd dada por (8.24):

P {g—:-ﬁ-(V-V)V} — Vp+uViv+J xB. (8.61)

Num escoamento estacionario a velocidade do fluido é constante no tempo (dv/dt =
0). Além disso, se a velocidade ndo for muito alta, podemos desprezar o termo nao-
linear (de segunda ordem) (v-V)v, de modo que o lado esquerdo da equagado acima é
igual a zero. Separando em componentes cartesianas:

dp  9%vy B
—a—i—,u 322 +JBy = 0 (8.62)
o (8.63)
dy
P g~ (8.64)
0z

donde p ndo depende de y. Da lei de Ohm generalizada (8.6) resulta que
E—vBy=1J, (8.65)

e da lei de Ampere teremos

0B

uoJ = ——. (8.66)
0z

Substituindo (8.65) em (8.62) teremos

dzvx BO
—(E—B ®=0 8.67

onde escrevemos o gradiente de pressdo ao longo das placas como

~dp _p1—Dp2 (8.68)

63—5— 7

E ttil definimos o niimero de Hartmann, que é a quantidade adimensional
BoL
Vi

de modo que, normalizando a distancia entre as placas por Z = z/L, a equagdo de mo-
vimento do fluido torna-se

M= (8.69)

d? M?*E
M= l?

T 5, (8.70)

8.5.1 Escoamento de Hartmann-Poiseuille

Supomos que as duas placas estdo em repouso, de modo que o escoamento do fluido
é causado pelo gradiente de pressdo na direcdo x. Como um fluido viscoso adere as
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Figura 8.2: Perfis de velocidade no escoamento de Hartmann-Poiseuille para alguns
valores do ntiimero de Hartmann.
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paredes, e estas estdo em repouso, impomos como condi¢do de contorno que v(z =
+L) = 0. A solugdo de (8.70) que satisfaz tal condicao é [84]:

vi(z) = (E +mL2) [pM]

By M2 coshM
coshM — cosh(Mz/L)
coshM — 1 '

=v,(0)

(8.71)

Vamos considerar dois casos particulares de interesse. Se o campo magnético for
muito fraco, o nimero de Hartmann tende a zero. Usando a expansdo em série do
cosseno hiperbdlico

M* M
coshM = 1+2—!+4—!+...
obtemos )
Z
ve(z) = vx(0) (1 - E) ) (8.72)

que é o chamado fluxo de Poiseuille de um fluido viscoso entre duas placas paralelas
imoveis, devido a um gradiente de pressdo, resultando num perfil parabdlico de ve-
locidades [Fig. 8.2]. J4 se o campo magnético for muito intenso (ou a viscosidade for
muito grande), de modo que M — oo, entdo (8.71) reduz-se ao perfil

w50 {1 [ (1 )]} 675

o qual é um perfil quase constante de velocidades, com a exce¢do de duas camadas-
limite muito préximas as paredes, onde a velocidade cai exponencialmente a zero [Fig.
8.2]. No centro do canal (Z = 0) a velocidade é

E oL
vx(0) = B, to7 (8.74)
ou seja, a soma da “velocidade de deriva”E /By (que é a velocidade com a qual as
linhas de campo sdo arrastadas pelo fluido condutor em movimento) com a velocidade
oL?/M? que resulta do equilibrio entre a forca cinética (gradiente de pressao) e a forga
elétrica induzida pelo arrasto das linhas de campo magnético.

O campo elétrico E dentro do canal na verdade é ndo-uniforme devido a condigao
de que a corrente elétrica ndo pode fluir através das paredes. Para representar de forma
mais fiel possivel o campo elétrico E uniforme usado em nossa deducao é ajustado de
tal modo que a corrente elétrica total fluindo através do canal seja nula:

I— / Jyda=0 (8.75)
S

Isolando J de (8.65) e substituindo na condigdo acima resulta, por integragdo, na se-
guinte relacdo

BoE
(GS + Ln) tanhM = M. (8.76)
u

que, substituida no perfil de velocidade (8.71) permite-nos escrever

mM®M coshM — coshMz/L
ve(z) = 2 . :
5 sinhM

(8.77)
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com a qual o valor médio da velocidade no interior do canal é dado por
vfl/% () =" (pcothm — 1) (8.78)
= — 1% = CO - . .
A equacdo que nos permite obter o campo magnético “arrastado” pelo movimento

do fluido, é encontrada combinando (8.65) e (8.66):

an __Ho
% (E — Bovi(2)). (8.79)

Neste caso, temos de impor condi¢des de contorno adequadas nas paredes, que su-
pomos condutoras. Do eletromagnetismo sabemos que, na interface entre o meio ma-
terial e o condutor, a componente tangencial da intensidade magnética H é continua,
caso ndo haja corrente superficial fluindo na superficie das paredes. Se as paredes sdo
condutores perfeitos, entdo H = 0 em seu interior, de modo que

H (z==£L) = poBx(z=+L) =0. (8.80)

Levando em conta a condic¢do (8.76) usamos o perfil de velocidade na forma (8.77)
e, com ela, podemos integrar a expressao (8.79). Empregando a condi¢do de contorno
acima, temos que a componente x do campo magnético sera

Uou®L (sinh(Mz/L) z
B = - — 81
(2 =", ( sinhM L)’ (8.81)
Usando o namero de Reynolds magnético (8.82)
L
Rm:“ﬁl, (8.82)

onde a velocidade caracteristica é dada por (8.78), podemos reescrever a expressdao

(8.81) como

sinh(Mz/L) — sinhM(z/L)
McoshM —sinhM '

cujo perfil é mostrado na Figura 8.4 para alguns valores do niimero de Hartmann. Em
todos os casos vemos que o campo B, anula-se na linha z = 0 (além, obviamente, das
paredes), e tem sinais opostos em relagdo a ela (reversao de campo). Para M baixo o
arrasto das linhas de campo é praticamente nenhum, e este efeito aumenta com M.

Como o campo magnético total é B = B,(z)&; + Boé, podemos tracar as linhas de
campo magnético nessa configuracdo. Sabemos que, em cada ponto da linha de campo
o vetor B tem uma direcdo tangente a curva, ou seja B x d¢ = 0 que, em coordenadas
cartesianas, é

By(z) = BoRu (8.83)

dx_dz
B, B,

Usando (8.81) podemos esbogar as linhas de campo que passam pela origem para al-
guns valores de M. Para M baixo as linhas de campo mal sdo afetadas, ao passo que
com M crescente as linhas sdo distorcidas. No entanto, observe-se que as linhas de
campo sempre interceptam as paredes de forma perpendicular, o que naturalmente
decorre da condicdo de contorno (8.80) para o campo magnético.

(8.84)
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Figura 8.3: Campo magnético arrastado pelo fluido no escoamento de Hartmann-
Poiseuille para alguns valores do nimero de Hartmann.
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Figura 8.4: Perfis de velocidade no escoamento de Hartmann-Couette para alguns va-
lores do nimero de Hartmann.

8.5.2 Escoamento de Hartmann-Couette

No escoamento de Hartmann-Couette o movimento do fluido viscoso é determinado
pelo movimento das placas (uma vez que o fluido adere a elas). Neste caso podemos
ignorar o gradiente de pressdo, e fazer ® = 0 na equacdo diferencial do movimento
(8.70):

dzvx 2
dZZ —-M Vy = —B—O (885)

Vamos supor que a placa inferior tenha velocidade vy, e a placa superior v, de modo
que a condicdo de contorno é

vi(=1)=vi,  w(l)=w. (8.86)
A solugdo de (8.85) que satisfaz esta condi¢do de contorno [20]:

E E \ sinh(Mz/L) vi+vy E\ sinh[M(1—z/L)]
= _ = _= 87
:(2) By * ( 2 Bo) sinh M N ( 2 Bo) sinhMcoshM ’ (8.87)

que mostramos na Figura 8.4 para alguns valores do nimero de Hartmann. Nova-



216 CAPITULO 8. MHD DISSIPATIVA

mente é instrutivo considerar os casos-limite: (i) se M — 0 obtemos

vel(z) = (vzgvl)w (Vlgvz), (8.88)

que é o chamado escoamento de Couette para um fluido viscoso entre duas placas
paralelas que se movem.

De forma andloga ao escoamento de Hartmann-Poiseuille visto anteriormente, nés
impomos que a corrente elétrica total fluindo através do canal seja nula. Aplicando a
condig¢do (8.75) obtemos que

L 2LE
/ ve(z) = ——, (8.89)
L By
tal que, na subsitui¢do de (8.87), obtemos a condigdo
v+ E
= 9
= (890)

ou seja, que a velocidade média do fluido seja igual a “velocidade de deriva”.
O campo magnético “arrastado” pelo movimento do fluido também é dado por
(8.79) que, com o auxilio de (8.87) e mais a condigdo (8.90), resulta em

By(z) = _HoBol. (V2 - £> {coshM—cosh (%)} . (8.91)

~ uMsinhM Bo



Apéndice A
Sistemas de coordenadas

Neste apéndice nos iremos abordar os sistemas de coordenadas curvilineas, tanto or-
togonais como ndo-ortogonais, que sdo comumente encontradas em configuragdes de
equilibrio MHD. Uma descricdo mais completa sobre sistemas de coordenadas cur-
vilineas pode ser encontrada em [87].

A.1 Coordenadas cartesianas (ou retangulares)
1. Coordenadas contravariantes

x!' =x, X’ =y, X =z (A1)

2. Superficies coordenadas

e x! = const.: planos perpendiculares ao eixo x;

e x? = const.: planos perpendiculares ao eixo y;

e x> = const.: planos perpendiculares ao eixo z

3. Vetores de base covariantes

e =el=¢ H=e’=¢ E=0=¢, (A.2)
4. Tensor métrico covariante:
1 00
(gij) =101 0 , g= detgij =1 (A3)
0 01
5. Componentes fisicas
Aci>=A=A", A=A =A% A=A =A° (A4)
6. Vetores de base ortonormais
eci> =&y, e = éya €3> =€ (A.5)
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7. Gradiente
od oD od

Vo=_—¢,+—¢&+—¢&. .
o axe+8yey+azez (A.6)
8. Divergente
0A, O0A, O0A
e S e 3 .
ox + dy + 0z (A7)

9. Laplaciano
¥¢+$¢+¥¢
ox2  9y? 922

V2 = (A.8)

10. Rotacional
L (0A. A\ .  [9A, 0A.\. [9A, 0A.\.
VXA_(a—y—a—z)"”(a—z‘ﬁ)eﬁ(a—ay A9

11. Operador diferencial

A

0B, 0B, 0B,
-V)B = —_— 2t it
(A-V)B (Ax o +A, % +A; % )ex~|—
0B oB 0B oB 0B 0B
A2+ A2 4+A 2 )+ (A —+A,—F+A.—2 )8 Al
( 8x+y8y+zaz)ey+( ax+y8y+zaz)ez (A-10)
A.2 Coordenadas cilindricas - 1
1. Coordenadas contravariantes !
x'=r, (0 <r <o) (A.11)
=9, (0<0<2m) (A.12)
=z (—e<z< o) (A.13)

2. Superficies coordenadas

e x! = const.: superficies cilindricas coaxiais com o eixo z;

e x? = const.: semiplanos contendo o eixo z;

e x> = const.: planos perpendiculares ao eixo z;

3. Relacao com as coordenadas cartesianas

X =rcos, (A.14)
y=rsinb, (A.15)
=2, (A.16)

!Neste sistema a coordenada x* é z, 0 que é adequado para descrever equilibrios com simetria trans-
lacional.
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X ‘ .
i
j
i
i
x i
O 4
Y
Figura A.1: Coordenadas cilindricas - I
4. Vetores de base covariantes
€] = cosOeé, +sin0be, (A17)
€ = —rsin0&, +rcos0e, (A.18)
& =¢ (A.19)
5. Tensor métrico covariante:
1 0 0
(g)=| 0 r» 0], g=detgj=r (A.20)
0 0 1
6. Tensor métrico contravariante: g"/ = 1/g;;
B 1 00
=0 %0 (A.21)
0 0 1
7. Componentes fisicas
Aol =A,=A' = Ay, (A.22)
Ays =Ag=rA% = 1A2, (A.23)
r
Aczs =A, = A = A3 (A.24)
8. Vetores de base ortonormais
eci> =8 =¢€ (A.25)
R . 1,
€co> =€ = ;92, (A.26)
€3 =€, =83, (A.27)
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9. Gradiente

1@ od

vo— 226 1 10%6 1 9%% .
P are JrraeeeJraZeZ (A.28)
10. Divergente
19 10Ag 0JA;
VA= AT e T (8.29)

11. Laplaciano

2 2
_13<acp) 1 PP PP (A.30)

"or ) TR Tz
12. Rotacional

C[10A, Ao\ . [0A, A\, 13 4,7 .
VA= (—— — _Z) er+ (a—z—ﬁ) e9+; [E (Y'Ae) —g] €;. (A31)

A.3 Coordenadas cilindricas - 11

1. Coordenadas contravariantes 2

x'=R, (0<R<) (A.32)
=2, (—o0 < Z < o) (A.33)
=60, (0<0<2m) (A.34)

2. Superficies coordenadas

e x! = const.: cilindros coaxiais com o0 eixo z;

e x> = const.: planos perpendiculares ao eixo z;

e x* = const.: planos contendo o eixo z;

3. Relagdo com as coordenadas cartesianas

x =R cos0, (A.35)
y=Rsind, (A.36)
=2, (A.37)
4. Vetores de base covariantes
€ =coseé,+sinfe, (A.38)
€ =¢, (A.39)
€3 = —Rsingé, +Rcosé, (A.40)
5. Tensor métrico covariante:
1 0 0
(gj)=(01 0 |, g=R’ (A.41)
0 0 R?

ZNeste sistema a coordenada x> é um angulo, o que é adequado para descrever equilibrios com sime-
tria rotacional. Haverd, portanto, algumas diferencas (basicamente de sinais) com o sistema anterior.
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COORDENADAS CILINDRICAS - II

=Y

Figura A.2: Coordenadas cilindricas - 11

6. Componentes fisicas de um vetor

Acis =Ag =Al,
Acrs =Ay = A2,
Az =Ag = RA?,

7. Vetores de base ortonormais e suas derivadas

eci> =€ =28
€ =€z = é27
A . 1,
€3> =€ = §e3’
oégr  Oég oér .
Ny = 07 . e(])7
OR 0Z 00
o 0 0
OR dZ db ’
&y & 0é A
=3, =0 ===,
OR 07 20
8. Gradiente a<1> 1 8CI> acp
Vo =_—¢ €.
R R R 1oz
9. Divergente
10 0Arp 1 8A¢
V-A= RA :
RaR FAR T 57 T 90
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(A.42)
(A.43)
(A.44)

(A.45)
(A.46)

(A.47)

(A.48)
(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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10. Laplaciano de uma funcgao escalar

2p 10 (00 O 1P
Vie= ROR RaR 2 R 002 (A-53)
11. Rotacional
_ [(0Ay 10Az\. 1[doAg @ 3
VA= <ﬁ—7zw>eﬁfe {W—ﬁ(’“@]eﬁ
0A7; O0AR)\ .
(ﬁ B ﬁ) & (A.54)

12. Operador diferencial

- 0Bgr 0Bg Ao 0Bgr 8A¢B¢ . 0Bz
(A-V)B = (AR or 7oz TRae ok )T\ Mok

dB; Ao OB B OB, AydB, 0AyB
z 2o Z)éz+(AR LAYVl s At ¢R)é¢ (A.55)

257 YR 90 R 252 TR0 T o

13. Laplaciano de uma funcao vetorial
VA = (VZAR "R ﬁ> ér+ VA 67+

A
(vaq, L 2%k _ —“’) & (A.56)

A.4 Coordenadas pseudo-toroidais (ou locais)

1. Coordenadas contravariantes >

X =r (0 <r<Ry) (A.57)
*=0, (0<6<2m) (A.58)
=0, (0 <o <2m) (A.59)

2. Superficies coordenadas

o x!' = const.: toréides coaxiais com o eixo (menor) de raio Ry;

e x% = const.: trechos de superficies conicas limitadas pelo eixo de raio Ry;

e x> = const.: planos contendo o eixo (maior) Z;

3. Relagdo com as coordenadas cilindricas - II e cartesianas

R =Ry+rcosb, x=(Rp+rcos0)cos¢ (A.60)
Z = rsin0, y = (Ro+rsinB)sin@ (A.61)
o =0, z=rsin0. (A.62)

3Quando a razdo de aspecto dos tordides é muito grande (aproximagdo de cilindro periédico)
recaimos no sistema de coordenadas cilindricas - I.
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Z i

Wy

Figura A.3: Coordenadas pseudo-toroidais

4. Vetores de base covariantes

€] = cos0cos @&, +cosOsin@Qe, +sin0¢€;

€ = —rsinBcos@eé, —rsin@sin@e, +rcosO e,

€3 = —(Ro+rcos0)sin@é, + (Ry+rcos0)cos e,

5. Tensor métrico covariante:

0 0
r? 0
0 (Ro+rcos6)

1
(gij)=10
0

g= detg,-j = r2(R0 —+ rcos 6)2

6. Componentes fisicas

A<1> :Ar :A1>
Acps = Ag =A%,
Aczs =Ag = (Ro+rcos®)A?,

7. Vetores de base ortonormais

€3 = (Ro+rcos0) &3

= |
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(A.63)
(A.64)
(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)
(A.69)
(A.70)

(A.71)
(A.72)

(A.73)
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8. Relacdo com os vetores de base em coordenadas cilindricas-II

€, = cosOég +sinbéy (A.74)
€g = —sinOég +cosOéy (A.75)
& = €. (A.76)
9. Gradiente - 13 . -
Vo= —¢& +-——e+——=¢&. A77
are+r89ee+Ro+rcose E)q)e(p ( )
10. Divergente
V-A—; 2[r(R +rcosB)A, ]+
" r(Ro+rcos@) \or '
d d
30 [(Ro+rcosB)Ag] + P (rAq) } (A.78)
11. Laplaciano
1 d od
V-~ 12 -
® r(Ro+rcos9) {ar {r(Ro—krcosG) ar} *
d 10® d r od
— (R ——|t= | A7
20 {( °+’"C056)rae}+a<p {Ro—l—rcosea(p]} (A79)
12. Rotacional
1 d d(rAe) | .
VxA=—— J|Z((R Ao) — . A.
X "(Ro 7 rcos6) { [89 ((Ro+rcos0)Aq) 3 ] &+ (A.80)

{aA, d d(rAe) A,

o T or ((RO‘l‘rCOSG)A(P)} rép + {T ae} (RO‘l'rCOSG)e(P}
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