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Resumo

Câncer é um termo usado para se referir a um conjunto de doenças. As células
cancerígenas crescem e se dividem e, como resultado, formam tumores que crescem
em tamanho. O sistema imunológico reconhece as células cancerígenas e as ataca,
porém, pode ser enfraquecido pelo câncer. Um dos tipos de tratamentos contra
o câncer é a quimioterapia, o qual utiliza drogas para matar células cancerígenas.
Pesquisas clínicas, experimentais e teóricas foram desenvolvidas para entender a
dinâmica das células cancerígenas com o tratamento quimioterápico, bem como
a interação entre o crescimento do tumor e o sistema imunológico. Estudamos
dois modelos matemáticos, um que descreve o crescimento do câncer e a resposta
do sistema imunológico e um outro que descreve a interação glia-neurônio e
glioma, ambos tratados com os agentes quimioterápicos. O sistema imunológico
é composto de células em repouso que são convertidas em células de caça, para
combater o câncer. Neste trabalho, consideramos células cancerígenas resistentes
e sensíveis aos medicamentos e procuramos mostrar que o crescimento do tumor
pode ser controlado, não apenas por meio de diferentes protocolos de quimioterapia,
mas também pelo sistema imunológico, que ataca células cancerígenas sensíveis e
resistentes. Além disso, para todos os protocolos considerados, demonstramos que
o atraso de tempo entre a transformação de células em repouso para células de
caça desempenha um papel crucial no combate às células cancerígenas. Também
mostramos que a quimioterapia contínua e pulsada pode matar as células do glioma,
com uma perda mínima de neurônios.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos. Tumor. Sistema imunológico. Resistência aos
medicamentos. Quimioterapia.



Abstract

Cancer is a term used to refer to a range of diseases. Cancer cells grow
and divide and, as a result, form tumors that grow in size. The immune system
recognizes cancer cells and attacks them, however, it can be weakened by cancer.
One type of cancer treatment is chemotherapy, which uses drugs to kill cancer cells.
Clinical, experimental and theoretical researches were developed to understand the
dynamics of cancer cells with chemotherapy treatment, as well as the interaction
between tumor growth and the immune system. We studied two mathematical
models, one of that describes the growth of cancer and the response of the immune
system, and another that describes the glia-neuron and glioma interaction, both
treated with chemotherapeutic agents. The immune system is made up of resting
cells that are converted into hunting cells to fight cancer. In this work, we considered
cancer cells resistant and sensitive to drugs. We have shown that tumor growth can
be controlled, not only through different chemotherapy protocols, but also by the
immune system, which attacks sensitive and resistant cancer cells. Furthermore,
for all the protocols considered, we demonstrated that the time delay between the
transformation of resting cells to hunting cells plays a crucial role in combating
cancer cells. We have also shown that continuous and pulsed chemotherapy can kill
glioma cells, with minimal loss of neurons.

Keywords: Dynamic systems. Tumor. Immune system. Drug resistance.
Chemotherapy.
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Capítulo 1

Introdução

Apesar do aumento do tempo e na qualidade de vida da população mundial
e dos avanços científicos e tecnológicos, segundo o Observatório Global do Câncer
(OGC) (1), no biênio 2018-2020 haverá um aumento de 5,04% na incidência de novos
casos de câncer, passando dos 18,08 milhões de casos diagnosticados em 2018 para
mais de 18,90 milhões em 2020. Estima-se que se chegue em 2040 a aproximadamente
29,50 milhões de casos. Segundo o OGC (1), a incidência mundial de casos de câncer,
em 2018, causou a morte de 9,56 milhões de pessoas, sendo que este número deve
crescer para 10,05 em 2020 e em 2040 atingirá 16,39 milhões. Além disso, esse
mesmo levantamento mostra que em 2018 tivemos 559.371 casos de câncer no Brasil
e estima-se que em 2020 e 2040 teremos, respectivamente, 594.908 e 998.056 casos, o
que representa um aumento de aproximadamente 78% na incidência dessa doença.

Na Tabela 1.1 encontram-se alguns dados estatísticos de 2018 e uma estimativa
para 2025 da incidência e mortalidade do câncer no mundo e no Brasil, para todas as
idades. A partir destes dados, observa-se que os casos de câncer no mundo terão um
aumento de 18,77% e no Brasil este aumento será de 19,20%. Observa-se também
que o número de casos de câncer no Sistema Nervoso Central (SNC) representa
aproximadamente 1,64% do número de casos de câncer no mundo e no Brasil esse
índice é de 2,20%.

Tabela 1.1: Incidência e mortalidade por câncer no Brasil e no Mundo.

Todas as idades 2018 2025
Incidência Mortalidade Incidência Mortalidade

Mundo Todos os tipos de câncer 18.078.957 9.555.027 21.471.996 11.467.968
Câncer no SNC 296.851 241.037 340.516 280.784

América Todos os tipos de câncer 1.412.732 672.758 1.727.790 839.325
Latina Câncer no SNC 29.539 22.312 34.616 26.715
Brasil Todos os tipos de câncer 559.371 243.588 689.025 307.794

Câncer no SNC 12.304 10.711 14.666 12.929
Fonte: Adaptado pelo autor (1)

De acordo com dados da Organização Mundial da Saúde (OMS) (2) e do
Instituto Nacional de Câncer (INCA) (3), o câncer é a segunda maior causa de mortes
no mundo (4) e deve acrescentar, no biênio de 2019-2020, conforme dados da Tabela
1.1, cerca de 600 mil novos casos no país, sendo que a taxa de mortalidade atingiu
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250 mil vítimas, somente em 2019. Deste total, 87 mil deverão atingir a população
economicamente ativa, ou seja, pessoas com idade entre 15 e 65 anos, o que levará
a uma redução da taxa de produtividade. A estimativa é de que o país sofra um
prejuízo de R$ 17 bilhões, com a perda de 0,21% de toda a riqueza gerada, o que
resultaria em um prejuízo econômico de R$ 195,4 mil para cada vida perdida devido
ao câncer.

As células tumorais são células anormais classificadas em benignas e malignas.
Os tumores benignos não invadem o tecido normal, enquanto o tumor maligno,
por sofrer metástase1, invade e pode se espalhar pelo corpo (5, 6). Os tumores
malignos são tumores cancerígenos que têm uma taxa de crescimento muito mais
rápida do que as células normais (7, 8). O câncer representa um grupo de doenças,
sendo considerado por isso um problema de saúde pública em todos os países do
mundo (9). O câncer é uma das principais causas de morte no mundo; em razão
disso muitos tipos de tratamento foram desenvolvidos (Figura 2.2) para eliminar as
células do câncer, tais como cirurgia (10), quimioterapia (11), radioterapia (12, 13) e
a imunoterapia (14).

Os modelos matemáticos têm sido utilizados para estudar diferentes tipos
de câncer e os estágios de progressão tumoral (15–19). Em 1972, Greenspan
(20) construiu um modelo matemático de crescimento tumoral para analisar a
evolução do carcinoma. Um modelo do crescimento de tumor capilar induzido
foi proposto por Balding e McElwain (21) em 1985. Na década de 1990, Tracqui
et al. (22) e Panetta (23) adicionaram quimioterapia para estudar os efeitos de
agentes quimioterapêuticos no crescimento espaço-temporal e recorrência do tumor,
respectivamente. Pinho et al. (24) analisaram um modelo matemático de tratamento
do câncer por quimioterápicos, levando em consideração as metástases. Borges et al.
(25) utilizaram um modelo para estudar o crescimento tumoral em tratamento por
quimioterapia contínua e pulsada. Nani e Freedman (26) estudaram a imunoterapia
contra o câncer através de modelos que incorporam a interação imune ao tumor (27).
Recentemente, López et al. (16,17) formularam um modelo de crescimento tumoral,
com agentes quimioterápicos citotóxicos, para analisar o papel dos protocolos com
intensificação e densificação da dose (dose-dense).

O sistema imunológico têm como principal função proteger o corpo contra
infecções e doenças. Ele pode reconhecer as células cancerígenas e eliminá-las,
porém, o câncer pode enfraquecer a imunidade (28). Quando o tratamento do
câncer acaba tirando proveito do sistema imunológico, ele é conhecido como

1Metástases é o aparecimento de um foco tumoral distante do tumor original, decorrente da
disseminação do câncer para outros órgãos.
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imunoterapia (29). Algumas terapias baseadas no sistema imunológico consistem
em anticorpos monoclonais, vacinas e transferências de células-T (30). Estudos
matemáticos e computacionais da imunoterapia contra o câncer foram realizados
para entender as interações entre a imunidade e o crescimento tumoral (26, 31).
Borges et al. (25) apresentaram um modelo de um sistema tumor-imune com
tratamento quimioterápico. Eles consideraram um tempo de atraso entre a conversão
das células em repouso para células de caça, o que se considera como a principal
reação do sistema imunológico. Ren et al. (32) demonstrou um resultado analítico
para o parâmetro de quimioterapia pulsada, com o objetivo de eliminar as células
cancerígenas.

Um dos tipos mais comuns de tumor cerebral maligno é o glioma, que se inicia
nas células gliais (33). As células gliais fornecem suporte e proteção neuronal (34).
Na bibliografia sobre o tema, é possível encontrar diferentes modelos para tumores
cerebrais. As Equações diferenciais parciais (35) e ordinárias (36) são utilizadas para
simular o comportamento dinâmico relacionado ao crescimento do glioma.

A resistência aos medicamentos é um fenômeno que ocorre quando as células
cancerígenas não são afetadas pela quimioterapia. Alguns experimentos têm
produzido resultados que fornecem informações sobre os mecanismos de resistência
aos medicamentos contra o câncer (37). Sun et al. (38) modelaram as células
cancerígenas sensíveis e resistentes aos medicamentos, em resposta ao tratamento
quimioterápico. Apesar da diversidade de tratamentos existentes, a resistência às
drogas no câncer é um dos grandes problemas no tratamento quimioterápico (39),
devido à capacidade que as células cancerígenas têm de desenvolver resistência
aos agentes quimioterápicos (40). Nass e Efferth (41) estudaram mecanismos alvos
com drogas e a forma da resistência no caso do mieloma. Recentemente, He et al.
(42) relataram esses mecanismos de resistências aos medicamentos, relacionados às
células do câncer de ovário.

Neste trabalho propomos dois diferentes modelos; em um deles incluímos
a resistência aos medicamentos no modelo tumor-imune proposto por Borges et
al. (25) e analisamos seu efeito no sistema. Nesse modelo matemático, o sistema
imunológico é composto de células em repouso e de caça, enquanto que o câncer é
separado em células sensíveis às drogas e resistentes às drogas. Além do sistema
imunológico, consideramos também o tratamento quimioterápico para combater
o crescimento do tumor. No entanto, os agentes quimioterápicos também atacam
o sistema imunológico, mostrados nas interações consideradas. Mostramos que o
crescimento do tumor pode ser controlado com a aplicação de diferentes tipos de
protocolos de tratamentos quimioterápicos.
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O segundo modelo proposto neste trabalho prevê a resistência aos medi-
camentos contra o glioma, de forma a adicionar uma nova equação diferencial
no modelo proposto por Iarosz et al. (18) para gliomas com interações glias-
neurônios e o tratamento quimioterápico. Os autores calcularam os valores da
infusão de agentes quimioterápicos, nos quais o glioma é suprimido e um número
mínimo de neurônios é perdido, sem considerar a neurogênese. Neste modelo, a
novidade é que consideramos a resistência aos medicamentos para glioma. Dessa
forma, nosso modelo possui interações glias-neurônios com os gliomas resistentes
e sensíveis, além do tratamento quimioterápico. O tratamento do tumor ocorre
através da quimioterapia contínua ou pulsada. Na quimioterapia contínua, o tempo
de vida neuronal depende da infusão da taxa do agente quimioterápico e da taxa
de mutação de células sensíveis às drogas para resistentes às drogas. Com relação
à quimioterapia pulsada, mostramos que o protocolo do ciclo de quimioterapia e o
intervalo de tempo da aplicação do medicamento desempenham papéis importantes
no tratamento.

Em função da sua importância e também com o intuito de auxiliar os
profissionais nos tratamentos, desenvolvemos nossas pesquisas contra o câncer de
uma forma geral e em especial contra o câncer cerebral, inserindo no modelo de
Borges et al. (25) e no de Iarosz (18) um termo de acoplamento parametrizado, que vai
representar a mutação das células sensíveis para células resistentes às drogas. Este
é o diferencial entre os modelos já estudados e os modelos que estamos propondo.
Neste trabalho mostramos que, dependendo da taxa do parâmetro de mutação,
aliada com à forma e à taxa de infusão de quimioterápicos, no modelo do glioma,
a concentração de neurônios que resta no indivíduo é tão pequena que influencia
negativamente na qualidade de vida e sobrevida do indivíduo, mas dependendo
destas taxas a sobrevida é significativamente aumentada.

No sistema tumor-imune, fixamos nossas simulações para, no máximo, quatro
anos e no modelo do glioma fixamos as simulações em até 750 dias, o que
corresponde a 25 meses, um tempo de sobrevida considerado razoável e obtido
experimentalmente (2–4), uma vez que recentes melhorias nas técnicas terapêuticas
podem resultar em um prognóstico mais favorável para o indivíduo que está sendo
atualmente diagnosticado e tratado para tumores cerebrais. O prognóstico varia
de acordo com a idade e o tipo de tumor do indivíduo. Muitos outros fatores
também podem afetar esse prognóstico, como por exemplo, o estado geral de saúde
do indivíduo, localização do tumor e a resposta da doença ao tratamento.

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

• No Capítulo 2, apresentamos os conceitos básicos necessários para o entendi-
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mento da tese;

• No Capítulo 3, introduzimos o modelo tumor-imune para a dinâmica do
crescimento tumoral, com todos os parâmetros definidos na bibliografia. Foi
utilizado um modelo de equação diferencial com atraso para a solução deste
problema;

• No Capítulo 4, introduzimos o modelo glioma-glias-neurônios para a dinâmica
do crescimento do glioma. Inicialmente, analisamos o modelo sem considerar
a mutação de glioma sensível para resistente às drogas. Em seguida, conside-
ramos o processo de mutação para glioma resistente às drogas. Além disso,
propomos uma alteração no parâmetro, que representa a taxa de proliferação
do glioma resistente, considerado na bibliografia;

• No Capítulo 6, apresentamos as conclusões a partir das análises das simulações
realizadas em nossos modelos, além de sugerir outros trabalhos para o futuro;

• No Capítulo 5, apresentamos o cálculo da estabilidade para o sistema glioma-
glias-neurônios.
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Capítulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Câncer

Segundo a OMS (2) e o INCA (3), o termo câncer é o nome dado a um conjunto
de mais de cem doenças, que têm em comum o crescimento desordenado de células
que invadem os tecidos e órgãos, podendo espalhar-se para outras regiões do corpo,
processo este denominado metástase (7, 43, 44). Por meio de crescimento e divisão
rápida, a proliferação destas células é muito agressiva e incontrolável na busca por
recursos naturais do organismo, o que determinando a formação de tumores ou
neoplasias malignas. Por outro lado, um tumor benigno, que é simplesmente uma
massa localizada de células que se multiplicam vagarosamente e se assemelham ao
seu tecido original, raramente constitui um risco de vida (43).

O câncer é causado por mutações na estrutura genética no DNA das células
e se caracteriza pelo crescimento desordenado destas células em nosso organismo,
podendo surgir em qualquer parte do corpo. Entretanto, alguns órgãos são mais
afetados do que outros e cada órgão, por sua vez, pode ser acometido por tipos
diferenciados de tumores, mais ou menos agressivos. Os diferentes tipos de cânceres
correspondem aos vários tipos de células do corpo. Por exemplo, existem diversos
tipos de câncer de pele. Se na pele, o câncer tem início nas células que produzem
pigmento (melanócitos), ele é denominado melanoma. Se começa nas células
neuronais, conhecidas como glias, é chamado de glioma. O câncer de próstata é
um tumor que afeta a próstata, glândula localizada abaixo da bexiga e que envolve
a uretra. O câncer de mama surge a partir da multiplicação desordenada das células
da mama. Outras características que diferenciam os diversos tipos de câncer entre
si são a velocidade de multiplicação das células e a capacidade de metástases.

2.1.1 Tumor cancerígeno

Geralmente acredita-se que tumor e câncer são sinônimos, mas a palavra
tumor está ligada a alguns problemas específicos que nem sempre representam o
câncer (45). Mas, afinal de contas, o que é um tumor?
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Podemos dizer que tumor é um termo utilizado para descrever um cresci-
mento anormal ou um aumento do volume de uma determinada parte do nosso
corpo. Esse aumento pode ocorrer como consequência da divisão celular exagerada,
o que acaba levando a um aumento do número de células. Nesses casos, o tumor é
chamado de neoplasia e pode ser classificado como maligno ou benigno.

O tumor é maligno quando apresenta uma divisão celular muito rápida e
anormal. Nos tumores malignos, as células são bem diferentes daquelas que as
originaram, além de serem extremamente agressivas e sofrer metástases (3, 46).
O tumor é benigno, se for menos agressivo que os malignos, seu crescimento é
organizado e seus limites são bem nítidos. A divisão celular ocorre de maneira
mais lenta e não é capaz de invadir tecidos e órgãos vizinhos. Entretanto, apesar de
não realizarem metástases, esses tumores podem comprimir órgãos vizinhos, se o
aumento for muito exagerado.

Assim o câncer é um tipo de tumor, porém é um tipo de tumor maligno. Isso
significa que ele é capaz de invadir tecidos e órgãos, de realizar metástase e apresenta
um crescimento rápido e bastante anormal (3,46). Portanto, todo câncer é um tumor,
entretanto, nem todos os tumores são cancerígenos.

A Tabela 2.1 descreve as principais diferenças entre um tumor benigno e um
câncer.

Tabela 2.1: Principais diferenças entre os tumores malignos e benignos.

Câncer ou tumor maligno Tumor benigno
Células diferentes daquela do tecido
que a originou

Células semelhantes ao tecido que a
originou

Limites poucos nítidos Limites nítidos
Podem sofrer metástases Não sofrem metástases
Crescimento rápido Crescimento lento e organizado

Fonte: O autor

No Capítulo 3, faremos o estudo de um modelo que representa um tumor
cancerígeno qualquer. Neste estudo mostraremos que, conforme a quantidade de
agente quimioterápico utilizado, a remissão temporária do câncer pode ser mais
longa, se comparados os tratamentos contínuos e pulsados. Esse fato é benéfico
durante o tratamento, pois a sobrevida permite a continuidade do tratamento dos
indivíduos. Em determinados casos, mostraremos que pode ocorrer a remissão total
do tumor. Faremos um estudo detalhado de um modelo, no Capítulo 4, para o
crescimento do glioma. Na próxima seção vamos detalhar o que é o glioma.
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2.1.2 Glioma

Segundo o INCA (3), cerca de 88% dos tumores do SNC ocorrem no cérebro
e aproximadamente 33% dos tumores cerebrais são gliomas. O glioma é um tipo de
tumor cerebral maligno que se desenvolve a partir das células gliais no SNC (33).
As células gliais fornecem aos neurônios sustentação, energia e nutrientes, além de
ajudarem a manter a barreira hematoencefálica do cérebro (34).

Figura 2.1: Tipos de células gliais.

Fonte: https://www.todamateria.com.br/celulas-gliais/

Conforme Figura 2.1, existem vários tipos de células gliais, cada uma com
função diferente. Por exemplo, os astrócitos (50%) são responsáveis por manter
homeostase do meio extracelular neuronal e estabelecer a barreira hematoencefálica
(BHE), além de dar sustentação e nutrição aos neurônios; os oligodendrócitos (40%)
fornecem isolamento elétrico para os neurônios; as micróglias (5%) digerem neurô-
nios e patógenos mortos; as células ependimárias (5%) são células epiteliais colunares
que revestem os ventrículos do cérebro e o canal central da medula espinhal, com a
função de revestir os ventrículos e secretar o líquido cefalorraquidiano e as células de
Schwann, também conhecidas por neurolemócitos, produzem a mielina que envolve
os axônios dos neurônios no sistema nervoso periférico, isolando eletricamente os
nervos e assim permitindo a propagação rápida de potenciais de ação.

Portanto, glioma é um termo genérico usado para descrever os diferentes
tipos de tumores gliais, entre os quais se incluem astrocitomas, oligodendrogliomas,
ependimomas, entre outros. Os gliomas variam quanto à sua agressividade ou
malignidade, sendo alguns de crescimento lento, provavelmente curáveis, e outros
de rápido crescimento, invasivos, difíceis de tratar e em determinados casos são
recorrentes.
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2.1.3 Tratamentos

O tratamento do câncer dependerá do tipo, do estágio, da localização, do
estado de saúde geral do indivíduo e dos possíveis efeitos colaterais. Conforme
esquema representado na Figura 2.2, o tratamento do câncer pode ser feito de
diversas formas (1, 3, 13, 46). Na sequência vamos resumidamente descrever cada
um dos tipos de tratamentos.

Figura 2.2: Representação esquemática das formas de tratamento do câncer.

Fonte: O autor

• Cirurgia oncológica: é a principal e mais antiga forma de tratamento, que
consiste na retirada do tumor através de operações no corpo do indivíduo (10).
A cirurgia pode ser utilizada para vários tipos de cânceres, sendo:

– curativa, caso a doença seja diagnosticada num estágio inicial;

– preventiva, caso sejam removidos os tecidos que podem causar o câncer;

– de estadiamento, para obtenção de diagnósticos e verificação de possíveis
disseminações da doença;

– auxiliar no tratamento do câncer.

• Radioterapia: se caracteriza pelo uso das radiações ionizantes (raio X), com o
objetivo de destruir ou inibir o crescimento das células anormais que formam
um tumor. A radioterapia pode ser utilizada como tratamento principal do
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câncer, adjuvante1, neoadjuvante2, paliativo, para alívio de sintomas da doença
e para o tratamento de metástases (12, 13).

• Terapia Alvo: é um tipo de tratamento sistêmico que utiliza medicamentos
alvo moleculares, que atacam específica ou preferencialmente determinados
elementos encontrados na superfície ou no interior das células cancerosas. O
objetivo da terapia é causar alterações de um gene específico, que auxilia as
células cancerosas a crescer e a se desenvolver.

• Imunoterapia ou terapia biológica: é um tratamento biológico cujo objetivo
é potencializar o sistema imunológico, utilizando anticorpos produzidos pelo
próprio paciente ou cultivados em laboratório (14). O sistema imunológico
é responsável por combater infecções, além de outras doenças. Atuando
no bloqueio de determinados fatores, a imunoterapia provoca o aumento
da resposta imune, estimulando a ação das células de defesa do organismo,
fazendo com que essas células reconheçam o tumor como um agente agressor
(26,27). Estudos recentes mostram que o efeito antitumoral de algumas drogas
reativam e modificam a resposta imune contra o câncer (47).

• Quimioterapia: é o tratamento que utiliza medicamentos anticancerígenos.
Estes medicamentos são administrados via oral, intravenosa, intramuscular
ou subcutânea, de modo a se misturarem com o sangue, sendo levados a todas
as partes do organismo, destruindo as células doentes que estão formando o
tumor (11).

• Transplante de Medula Óssea: é um tipo de tratamento proposto para algumas
doenças que afetam as células do sangue, como as leucemias e os linfomas.
Consiste na substituição de uma medula óssea doente ou deficitária por células
sadias, com o objetivo de reconstituição de uma medula saudável.

• Outros: neste tópico ressaltamos a possibilidade de outros tratamentos alter-
nativos, como por exemplo:

– hormonioterapia: consiste em uma terapia hormonal, que, assim como a
quimioterapia, tem ação sistêmica, isto é, age em todas as partes do corpo.
Geralmente é utilizada junto com a cirurgia, radioterapia e quimioterapia
(3, 46);

1Radioterapia aplicada após o tratamento cirúrgico.
2Radioterapia aplicada antes do tratamento cirúrgico.
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– fosfoetanolamina: consiste na administração de um suplemento, não um
medicamento como muitos acreditavam, ficando por isso popularmente
conhecida, no Brasil, como a "pílula do câncer"(46).

Não detalharemos os dois últimos tratamentos mencionados, uma vez que nenhum
deles apresenta comprovação científica aceitável até o momento.

Neste trabalho daremos ênfase ao tratamento quimioterápico individualizado
ou associado com o sistema imunológico, que serão discutidos, com mais detalhes
na seção 2.1.4 e seção 2.1.5.

2.1.4 Quimioterapia

Segundo a OMS e o INCA, a quimioterapia é um tratamento que utiliza
drogas3 quimioterápicas, administradas continuamente ou periodicamente, para
destruir as células doentes que formam um tumor (2, 3). Quando se completa a
administração do(s) quimioterápico(s) de um protocolo ou esquema terapêutico,
dizemos que se aplicou um ciclo. Dentro do corpo humano, cada droga age de uma
maneira diferente, por este motivo são utilizados vários tipos de drogas e varia-se a
forma de aplicá-las, a cada vez que o indivíduo recebe o tratamento. Estas drogas
se misturam com o sangue e são levadas a todas as partes do organismo, destruindo
as células doentes que estão formando o tumor e impedindo, também, que elas se
espalhem pelo corpo. O indivíduo pode receber a quimioterapia como tratamento
único (ver Capítulo 4) ou aliada a outros, como radioterapia, imunoterapia (ver
Capítulo 3) e/ou cirurgia (48, 49).

Infelizmente, nem sempre a quimioterapia resolve em definitivo o problema
do indivíduo, uma vez que muitos cânceres desenvolvem resistência às drogas
quimioterápicas aplicadas, sendo este um dos principais fatores de fracasso em
muitos tratamentos (38–42). Geralmente, os cânceres consistem em populações
mistas de células malignas, algumas das quais são sensíveis às drogas, enquanto
outras são resistentes às drogas. A quimioterapia acaba matando as células sensíveis
às drogas, mas uma grande porção de células acaba resistindo aos tratamentos.
Como depois de um certo tempo, com a remissão temporária do câncer, o tratamento
acaba sendo relaxado e as células do câncer acabam crescendo novamente, a
quimioterapia pode falhar, porque as células cancerígenas remanescentes tornam-se
resistentes (50–53).

3Drogas (remédio, medicamento, droga, fármaco) é uma substância que modifica a função
fisiológica com ou sem intenção benéfica.
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A maioria dos quimioterápicos, clinicamente relevantes, usados para com-
bater o câncer, tem como alvo biológico principal a molécula de DNA (54). Essas
drogas causam lesões no DNA, lesões estas que, se não forem prontamente reparadas,
induzem a morte das células cancerígenas.

2.1.5 Imunoterapia

A imunoterapia, também chamada de terapia biológica, é mais uma opção
de tratamento contra o câncer, uma vez que aumenta as defesas naturais do
organismo para o combate dessa doença (14). Neste tipo de tratamento, geralmente
utilizam-se substâncias produzidas pelo próprio organismo ou então produzidas
em laboratórios, sempre com o objetivo de potencializar ou restaurar o sistema
imunológico, de maneira a que este possa combater infecções e outras doenças, tais
como o câncer.

Geralmente, nosso organismo consegue reconhecer o tumor como um corpo
estranho, desde a sua origem e, sendo assim, ele reage através dos inibidores do
ponto de verificação imune, liberando os freios nas células reativas ao tumor. Esta
é, sem dúvida, uma das ações do organismo particularmente eficaz no tratamento
de certos tumores sólidos infiltrados no sistema imunológico. Muitas vezes, no
entanto, com o passar do tempo, esse tumor passa a se "disfarçar" para que o
sistema imunológico não o reconheça, e assim se desenvolve sem ser atacado. Isso
pode ocorrer quando os tumores sólidos com perfis imune-silenciosos mostram
eficácia limitada dos bloqueadores nos pontos de verificação, devido às várias
barreiras. Pesquisas recentes destacam a exclusão imune induzida pelo Fator de
Crescimento Transformador-β (TGF-β) e a falta de imunogenicidade, como exemplos
dessas barreiras (49).

O que se busca na imunoterapia é reativar a resposta imunológica contra o
agente agressor. Por meio do bloqueio dos fatores que inibem o sistema imunológico,
com o tratamento, se inicia um processo de aumento da resposta imune, de modo
a estimular a atuação dos linfócitos e fazer com que eles passem a reconhecer,
novamente, o tumor como um corpo estranho.

A imunoterapia atua principalmente no sentido de:

• Parar ou retardar o crescimento das células cancerígenas;

• Impedir que o câncer se espalhe para outras partes do corpo, ou seja, evitar a
metástase;
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• Auxiliar no funcionamento do sistema imunológico, no sentido de reconheci-
mento e destruição das células cancerígenas.

Existem várias formas de se realizar o tratamento imunoterápico, entre elas
podemos citar (46):

• Anticorpos monoclonais e terapias agnósticas de tumores, que consistem em
proteínas do sistema imunológico criadas em laboratórios, projetadas para
se ligar a alvos específicos nas células cancerígenas. Alguns anticorpos
monoclonais marcam as células cancerígenas para que sejam melhor vistas
e destruídas pelo sistema imunológico;

• Moduladores do sistema imunológico, os quais melhoram a resposta imune
do corpo contra o câncer. Alguns desses agentes afetam partes específicas do
sistema imunológico, enquanto outros afetam o sistema imunológico de uma
maneira bem geral (47);

• Terapia com vírus oncolíticos, o que consiste em uma variação da terapia
gênica que se baseia na replicação seletiva de um vetor viral dentro de
células cancerígenas, desencadeando a morte de células tumorais por lise
e a propagação de novas partículas virais para as demais células malignas
adjacentes, podendo alcançar até mesmo as que sofreram metástase.

• Terapia com transferência de células-T, que consiste em um tratamento que
aumenta a capacidade natural de suas células-T de combater o câncer. As
células imunes são retiradas do tumor em tratamento e aquelas mais ativas
contra o câncer são selecionadas ou alteradas no laboratório, para melhor
atacar as células cancerígenas, cultivadas em grandes lotes e recolocadas no
corpo através de uma agulha na veia;

• Vacinas de tratamento que funcionam contra o câncer, aumentando a resposta
do seu sistema imunológico às células cancerígenas. Geralmente essas vacinas
são projetadas para fazer com que o sistema imunológico ataque as células
cancerígenas do corpo. As vacinas de tratamento são diferentes daquelas que
ajudam a prevenir uma doença, pois levam o sistema imunológico a atacar a
doença existente.

Segundo pesquisas, a imunoterapia tem se mostrado eficaz no tratamento de
alguns tipos de cânceres (14, 46, 47). Nos últimos anos, estudos têm mostrado que,
quando associada à quimioterapia tradicional, a imunoterapia ou outras terapias
alvo, alcançam resultados ainda mais eficazes.
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Pesquisas ilustram como a inibição da sinalização de TGF-β e o uso de vírus
oncolíticos podem aumentar a eficácia da imunoterapia (49). Além disso, uma
grande variedade de estratégias de imunoterapia estão em uso, resultando em um
aumento significativo da sobrevida e do período de remissão temporária da doença.

No Capítulo 3, vamos aprofundar estas discussões com a análise de um
modelo matemático de um sistema tumor-imune, quando a imunoterapia é com-
binada a outros métodos convencionais, como a quimioterapia, melhorando a
eficácia do tratamento. Nossas simulações coincidem com alguns dados disponíveis,
confirmando que combinando terapias ampliam-se os resultados entre 20% e 30%
(46).

2.1.6 Resistência às drogas quimioterápicas

A quimioterapia é uma das principais formas de tratamento do câncer, mas
a sua eficácia é limitada, em função do processo de resistência às drogas (2, 39, 40).
Essa resistência às drogas pode ser de duas formas: intrínseca ou adquirida. No
caso intrínseco, mesmo antes de iniciar o tratamento quimioterápico, existem fatores
mediadores da resistência, presentes entre as células que compõem o tumor, o que
pode tornar a tratamento ineficaz. No caso da resistência adquirida, é proposto
que durante o tratamento de tumor inicialmente sensível às drogas, possam ocorrer
mutações genéticas em algumas células tumorais, que ativariam vias de sinalização
compensatórias, possibilitando que essas células não mais respondam ao tratamento,
o que atribuíria a elas vantagem proliferativa em relação à massa tumoral total
(51, 52).

A resistência adquirida é um problema particular, pois os tumores não só
se tornam resistentes às drogas originalmente usadas para tratá-los, mas também
podem se tornar resistentes a outras drogas com diferentes mecanismos de ação.
Estima-se que a resistência à quimioterapia cause falha do tratamento em mais de
90% das pessoas com câncer metastático. Estudos têm sido desenvolvidos com o
objetivo de reduzir a possibilidade da ocorrência da resistência adquirida às drogas,
principalmente com o uso de regimes quimioterápicos diferenciados e direcionados,
combinando drogas (54). Assim, se a resistência às drogas for superada, teríamos,
pelo menos, um aumento significativo da sobrevida dos indivíduos (38, 41, 42, 53).

Pesquisas mostram que a resistência ocorre ou porque as populações celulares
desenvolvem nova codificação genética (mutação) ou porque são estimuladas a
desenvolver tipos celulares resistentes ao serem expostas às drogas, o que lhes
permite seguir o caminho por vias metabólicas alternativas, através da síntese de
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novas enzimas. A resistência também é observada nos casos em que o tratamento
não é contínuo, quando a população tumoral é ainda sensível às drogas, mas em
determinados casos, a quimioterapia é aplicada em intervalos irregulares de tempo
e, muitas vezes, em doses inadequadas.

Assim, se for possível compreender melhor a genética celular, os mecanismos
para a ação das drogas e quem são os responsáveis pelo desenvolvimento da quimi-
orresistência, certamente serão geradas informações que ajudarão no planejamento
de tratamentos sequenciais combinados, para melhorar os resultados clínicos.

2.2 Modelos Matemáticos

Os modelos matemáticos têm sido utilizados em vários campos da atividade
humana, como por exemplo: Matemática (55), Física (25), Química (56), Biologia
(18,19), Economia, Astronomia, Engenharia, Psicologia, Comunicação, Demografia,
etc. Um modelo matemático ou simplesmente modelo, apresenta-se como uma
representação de um sistema real, isso significa que um modelo deve representar
um sistema e a forma como ocorrem as interligações e modificações no mesmo. O
ato de modelar, também chamado de modelagem, permite que se entenda e descreva
o sistema real de uma forma simples. Geralmente, um modelo é uma simplificação
do mundo real, mas devemos tomar o cuidado para que as características essenciais
e o comportamento do mundo real sejam contemplados no modelo.

A partir do que se conhece hoje e também do que ainda está em processo de
construção, os modelos matemáticos elaborados são baseados na simplificação do
cotidiano. Sempre que propomos um modelo, devemos testá-los e verificar a sua
validade no "laboratório"do mundo real. Todo modelo matemático elaborado deve
ser complexo o suficiente para reproduzir, por exemplo, os experimentos clínicos in
vivo de um crescimento padrão de tumor e ao mesmo tempo, ser simples o suficiente
para permitir analisá-lo com as ferramentas analíticas e numéricas de que dispomos.
Com os constantes avanços tecnológicos e industriais, é possível criar uma espécie
de laboratório virtual, capaz de conectar o mundo físico e o mundo abstrato, usando
como ferramentas de trabalho e pesquisa a matemática e os computadores, os quais
geram as simulações.

Nas últimas décadas têm sido realizadas uma grande quantidade de expe-
rimentos para o estudo do câncer (15, 17, 18, 25); da mesma forma ocorrem muitas
tentativas para se obter um tipo de modelo abstrato. O trabalho teórico é difícil
devido à complexidade dos mecanismos biológicos envolvidos e os modelos ge-
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ralmente requerem simplificações nas equações matemáticas propostas, necessárias
para a obtenção de soluções analíticas.

Os modelos matemáticos desenvolvidos por pesquisadores para descrever
fenômenos biológicos estão divididos em três categorias: contínuos4, discretos5 e
híbridos6. Cada um destes tem vantagens e desvantagens dependendo do fenômeno
que se deseja simular.

Portanto, os modelos matemáticos são equações variacionais, ou seja, equa-
ções diferenciais ordinárias ou parciais, contínuas ou discretas. Estes modelos
possuem equações próprias, com características que descrevem um fenômeno, com
seus parâmetros definidos e determinados de acordo com o estudo para o qual ele é
aplicado (57). Atualmente tem-se utilizado os modelos matemáticos para descrever a
ação e disseminação do surto da COVID-19, que é uma síndrome respiratória aguda
grave. O modelo matemático que está sendo utilizado para tentar compreender a
dinâmica de transmissão precoce da infecção e avaliar a eficácia das medidas de
controle é crucial para prever o potencial de transmissão sustentada em novas áreas
(55).

O estudo da dinâmica do crescimento do câncer ainda apresenta muitos
problemas em aberto, com vários modelos matemáticos para serem analisados,
aprofundados e aprimorados (24, 27). Neste trabalho, sistematizamos modelos
baseados em um sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas, com e sem
tempo de atraso, em que o tempo e as variáveis de estado são contínuas. Estudamos
essa dinâmica em sistemas com mais interações e condições do que os encontrados
até o momento na bibliografia da área (18, 25, 58).

2.2.1 Equações diferenciais

Inicialmente, vamos definir o que é uma equação diferencial e em seguida
trataremos dos sistemas dinâmicos (59–61).

Uma equação diferencial pode ser definida como uma equação que envolve
uma função incógnita e suas derivadas. De modo geral, toda equação que contém
as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variáveis dependentes, em relação a
uma ou mais variáveis independentes, denominaremos como equação diferencial

4Quando todas as variáveis são definidas em cada ponto no espaço e tempo alterando
continuamente.

5Quando o espaço é dividido em uma rede de pontos com variáveis definidas somente nos pontos
e o tempo alterando em "pulos".

6Uma mistura do contínuo com o discreto.
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(ED). Uma equação diferencial é chamada ordinária (EDO) se a função incógnita
depender de apenas uma variável independente. Se a função incógnita depender
de mais de uma variável independente, denomina-se como uma equação diferencial
parcial (EDP) ou equação de derivadas parciais.

Os sistemas dinâmicos, definido na seção 2.2.2, modelam matematicamente
muitos problemas aplicados à física, matemática, engenharia, biologia, economia,
química e outras áreas. Estes sistemas geralmente estão associados às equações
diferenciais, com ou sem tempo de atraso, que podem ser equações diferenciais
ordinárias, equações diferenciais parciais, equações diferenciais funcionais, equa-
ções diferenciais parciais-funcionais e ainda em sistemas discretos. Os modelos
matemáticos citados anteriormente são obtidos usando leis empíricas, medições e
observações, mas algumas das influências que o sistema sofre são desconsideradas
para facilitar a análise. Pode-se dizer também que os parâmetros do modelo
aproximado são determinados com algum erro. Portanto, os modelos práticos
obtidos são aproximações de um modelo ideal e os erros encontrados são inevitáveis.
A partir disso, é muito importante lembrar que os modelos matemáticos definem
uma certa estabilidade com relação a todas as perturbações possíveis.

2.2.2 Sistemas dinâmicos

Um sistema de equações diferenciais de primeira ordem é chamado de sistema
dinâmico ou autônomo, quando pode ser colocado na forma

dx1

dt
= f1(x1,x2, ...,xn)

dx2

dt
= f2(x1,x2, ...,xn)

...
...

dxn

dt
= fn(x1,x2, ...,xn)

(2.1)

e a variável independente t não aparece explicitamente no segundo membro das
equações anteriores.

O sistema é dito linear, caso as funções fi sejam combinações lineares de
x1, x2, ..., xn, caso contrário, o sistema é chamado de não linear.

Geralmente não existem métodos analíticos para resolver o sistema 2.1,
quando os fi não forem lineares em x1,x2, ..., xn. Entretanto, na maioria dos casos,
não é necessário conhecer as expressões analíticas para a solução deste sistema, mas
sim algumas de suas características ou propriedades, que nos permitiram traçar os
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seus gráficos para uma análise detalhada.

Caso seja resolvido o sistema fi(x) = 0, para i = 1, 2, 3, ..., n, obtêm-se os pontos
x̃, chamados de pontos de equilíbrio (ou pontos críticos) do sistema autônomo 2.1.
Observa-se também que os pontos de equilíbrio dão origem às soluções constantes
de um sistema dinâmico, as quais serão estudados na seção 2.4.

2.2.3 Equações diferenciais com retardo

Todas as considerações realizadas até este momento, com relação aos ele-
mentos dos sistemas dinâmicos, sempre tinham como pressuposto que ele era
formado por uma Equação Diferencial Ordinária. Como é de nosso conhecimento,
as equações diferenciais nos fornecem uma boa aproximação para se determinar
o comportamento de fenômenos naturais e apresentam como soluções, funções e
derivadas que envolvem todas no mesmo instante t. Sabidamente, as equações
diferenciais ordinárias, representam soluções perfeitas e ideais que raramente são
encontradas na natureza. Existe, entretanto, um tipo mais geral de equação
diferencial capaz de representar a não instantaneidade dos fenômenos para descrever
os processos naturais. Estas equações são chamadas de Equações Diferenciais com
Retardo ou, em inglês, Delay Differential Equations. Essas equações se caracterizam
por ter as derivadas de uma variável que é expressa em termos dessa variável (e/ou de
suas derivadas de ordem menor), tanto no instante de tempo t, quanto nos instantes
de tempo anteriores. Como exemplo, podemos citar:

ẋ = −2x(t−τ1) e ẍ = −ẋ(t)− ẋ(t−τ2) + 3sen(x(t)) (2.2)

que são equações diferenciais com retardo, em que os fatores τ1 e τ2, que aparecem
adicionados aos argumentos das equações 2.2, são chamados de delays ou retardos
(62).

As equações diferenciais com atraso têm sido estudadas há pelo menos 200
anos e alguns dos primeiros trabalhos se originaram de problemas em geometria
e teoria dos números. Hoje o estudo das Equações Diferenciais com retardo
é importante, pois muitos dos processos, naturais e artificiais, em biologia (25),
medicina, química, fiśica, engenharia e economia envolvem atrasos no tempo (62).

2.2.4 Sistemas de equações diferenciais acopladas

Sem entrar em muitos detalhes descrevemos aqui três exemplos como aplica-
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ções dos sistemas de equações diferenciais.

Exemplo 1

Na ecologia existem muitos modelos matemáticos que se baseiam em sistemas
de equações de primeira ordem acoplados. Um destes modelos na dinâmica
populacional foi apresentado pelo matemático italiano Vito Volterra (1926) e o
biofísico norte-americano Alfred J. Lotka (1925). Eles apresentaram pela primeira
vez as equações diferenciais do tipo predador-presa:

dx
dt

= ax− bxz
dz
dt

= −cz + dxz,
(2.3)

constituído de duas equações diferenciais, em que a representa a taxa de crescimento
das presas x, c é a taxa de mortalidade dos predadores z e b e d são as taxas de
interações entre as duas espécies. De modo geral, este modelo descreve a interação
entre duas populações, geralmente uma população de presas e outra de predadores
(59,60). O modelo de Lotka-Volterra, apesar de ser aceito em muitos estudos, acabou
recebendo muitas críticas, uma vez que nesse modelo, na ausência de predadores,
sempre se considera um crescimento ilimitado para a população de presas, mas isso
geralmente não ocorre, em função da saturação. Para contornar este problema, foi
proposta (63) a substituição do termo que apresenta a taxa de crescimento das presas
por uma expressão que acaba limitando o seu crescimento, com o passar do tempo.
Desde então, sistemas predadores-presas mais complicados, porém realistas, têm
sido utilizados por ecologistas, físicos e matemáticos.

Exemplo 2

Outro sistema biológico proposto para estudo (64), que leva em conta o
crescimento logístico, é o que modela as interações entre a broca da cana-de-açúcar
e seu parasitóide, dando origem a um sistema não linear, de equações diferenciais
ordinárias, 

dx
dt

= ax
(
1−

x
K

)
− bx− cx−dxy

dy
dt

= dxy− e y− f y
dz
dt

= cx− gz−mz,

(2.4)

onde a, b, c, d, e, f , g,m e K são os diferentes parâmetros do sistema e x, y e z
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representam, respectivamente, as populações de ovos existentes, ovos parasitados e
larvas.

Exemplo 3

Apenas para ilustrar, consideramos um sistema simples, constituído por duas
equações diferenciais lineares, com retardo, representado a seguir:

dx
dt

= ax(t)− b y(t)
du
dt

= cx(t−τ) + d y(t),
(2.5)

onde a, b, c, d são positivos e τ é o tempo de atraso.

Estes sistemas de equações diferenciais ordinárias, com ou sem retardo, que
podem ser acopladas, modelam também outros sistemas biológicos, como o de uma
rede neural ou então o crescimento de células cancerígenas. Vale a pena frisar que, no
caso da rede neural, qualquer alteração em um neurônio pode acarretar mudanças
em todos os neurônios que estejam interligados a ele (50, 65). Importante frisar
também que o fato de um sistema de equação diferencial apresentar um acoplamento
entre as variáveis geralmente impede sua resolução analítica, de uma forma que
poderia ser considerada mais simples.

Em diversas aplicações, na organização de um modelo matemático, os
sistemas de equações diferenciais acopladas têm se mostrado de grande valia
(24, 36, 66). Neste trabalho, com o objetivo da análise, inicialmente simulamos
utilizando métodos numéricos, as soluções dos sistemas de equações diferenciais
ordinárias acopladas. Os sistemas de equações diferenciais foram resolvidos com
o uso do método de Runge-Kutta de quarta ordem, com auxílio de softwares de
programação e softwares gráficos para sua execução. Pesquisas mostram que o
desenvolvimento de métodos numéricos para a resolução de sistemas dinâmicos
pode auxiliar muito nos avanços de estudos nas áreas de Engenharia, Biomatemática,
Física e Matemática (18, 24, 25, 66–68).

Para exemplificar o uso do método de Runge-Kutta, na seção 2.3 simulamos
as resoluções numéricas dos sistemas 2.3 e 2.4.
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2.3 Resolução numérica

2.3.1 Método de Runge-Kutta

A maioria dos sistemas modelados, conforme comentamos anteriormente, não
possui um método de resolução para a determinação da sua solução analítica. Dessa
forma, necessitamos do conhecimento de métodos numéricos para determinação do
comportamento e de algumas propriedades dessas soluções.

O Método de Runga-Kutta, em função de sua simplicidade e precisão, é um
dos métodos numéricos mais utilizados para determinação da solução aproximada
dos problemas de valor inicial (PVI). De acordo com Boyce (59), Carl David Tolmé
Runge (1856-1927), matemático e físico alemão, a análise de alguns dados o levou
a considerar problemas em computação numérica e o método de Runge-Kutta tem
origem em seu artigo, de 1895, sobre soluções numéricas de equações diferenciais.
Esse mesmo método foi estendido para sistemas de equações, em 1901, por M.
Wilhelm Kutta (1867-1944), matemático alemão, que trabalhava com aerodinâmica
e é, também, muito conhecido por suas contribuições importantes à teoria clássica
de aerofólio.

O método de Runge-Kutta possui um erro de truncamento local proporcio-
nal na quarta ordem. Este método é considerado relativamente simples de usar
e suficientemente preciso para tratar de muitos problemas. Além disso, constitui
um sistema particular de métodos numéricos, com valores de partida implícitos,
que podem gerar todas as soluções aproximadas de um sistema, baseado apenas na
avaliação da função em alguns pontos.

Considerando o PVI: y′(x) = f (x, y)

y(x0) = y0

o método geral de Runge-Kutta de ordem R é definido por:

yn+1 = yn + hφR(xn, yn,h)

onde
φR(xn, yn,h) = c1k1 + c2k2 + ...+ cRkR

c1 + c2 + ...+ cR = 1

com
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k1 = f (xn, yn)
k2 = f (xn + ha2, yn + h(b21k1)); a2 = b21

k3 = f (xn + ha3, yn + h(b31k1 + b32k2)); a3 = b31 + b32

k4 = f (xn + ha4, yn + h(b41k1 + b42k2 + b43k3)); a4 = b41 + b42 + b43
...

kR = f (xn + haR, yn + h(bR1k1 + ...+ bR,R−1kR−1)); aR = bR1 + bR2 + ...+ bR,R−1.

Sendo também chamado de método de Runge-Kutta de R estágios.

Método de Runge-Kutta de ordem 4

Apesar de existirem métodos de Runge-Kutta de ordem menores do que
quatro, vamos nos preocupar com o estudo, para a aplicações em sistemas, apenas
para a ordem quatro.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem, conforme (59–61) é determinado
por:

yn+1 = yn +
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , (2.6)

k1 = h f (xn, yn), (2.7)

k2 = h f
(
xn +

h
2
, yn +

1
2

k1

)
, (2.8)

k3 = h f
(
xn +

h
2
, yn +

1
2

k2

)
, (2.9)

k4 = h f
(
xn + h, yn + k3

)
. (2.10)

Como exemplo de aplicação, vamos pegar o modelo que o belga Pierre
François Verhulst propôs, chamado de Modelo de Verhulst. Neste modelo a população
estabiliza, sendo possível determinar uma solução aproximada do problema de valor
inicial, o que representa um crescimento logístico. O modelo é dado por:

dN
dt

= rN
(
1−

N
K

)
N(t0) = N0,

(2.11)

onde consideramos os parâmetros r = 0,05 e K = 1010 e a condição inicial N(0) = 105,

no intervalo de 0 a 900, com h = 9. Neste caso, n =
b− a

h
=

900−0
9

= 100 e assim
devemos determinar os valores de t0, t1, ..., t100.

A Figura 2.3 representa a evolução temporal pelos métodos exato (em azul) e
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Figura 2.3: Representação da evolução temporal da solução exata (linha azul) e pelo método
de Runge-Kutta (linha vermelha).
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de Runge-Kutta (em vermelho) para o problema de valor inicial (2.11). Observa-se
que os resultados apresentam o valor de K como o ponto de saturação, ou seja,
estabilização. As diferenças que não podem ser percebidas para este problema
mostram que o método é muito preciso.

2.3.2 Runge-Kutta para sistemas de equações diferenciais

Todos os métodos para os problemas de valor inicial, de primeira ordem,
podem ser facilmente generalizados para um sistema de problema de valor inicial
de primeira ordem, ou, para a maioria dos problemas de ordem mais elevada,
lembrando que qualquer equação diferencial de ordem superior pode ser reduzida
a um sistema de primeira ordem.

Frisamos novamente que existem outros métodos, mas aqui também daremos
prioridade ao método de Runge-Kutta de quarta ordem (59–61). Dado o sistema de
duas equações de primeira ordem,

y′ = f (t, y,z)

z′ = g(t, y,z)

y(t0) = y0, z(t0) = z0.

(2.12)
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que pode ser resolvido numericamente da seguinte forma:

yn+1 = yn +
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , (2.13)

zn+1 = zn +
1
6

(l1 + 2l2 + 2l3 + l4) , (2.14)

onde

k1 = h f (tn, yn, zn), l1 = h g(tn, yn, zn),

k2 = h f
(
tn +

h
2
, yn +

1
2

k1, zn +
1
2

l1

)
, l2 = h g

(
tn +

h
2
, yn +

1
2

k1, zn +
1
2

l1

)
,

k3 = h f
(
tn +

h
2
, yn +

1
2

k2, zn +
1
2

l2

)
, l3 = h g

(
tn +

h
2
, yn +

1
2

k2, zn +
1
2

l2

)
,

k4 = h f (tn + h, yn + k3, zn + l3), l4 = h g(tn + h, yn + k3, zn + l3).

Para ilustrar, resolvemos o PVI, ou seja, o sistema linear
dy
dt

= 5y− z
dz
dt

= 3y + z

y(0) = 2 e z(0) = −1

(2.15)

que tem como soluções explícitas as funções

y(t) = −
3
2

e2t +
7
2

e4t e z(t) = −
9
2

e2t +
7
2

e4t.

Neste caso n =
(b− a)

h
=

(0,6−0)
0,003

= 200 e assim devemos determinar os valores

de t0, t1, ..., t200.

A Figura 2.4 representa a evolução temporal, a partir do método exato (linha
yE(t) em preto e zE(t) em vermelho) e Runge-Kutta (curvas pontilhadas y(t) em verde
e z(t) em azul) para o sistema (2.15). Observa-se que as curvas para y(t) em preto e
verde coincidem neste intervalo e o mesmo se verifica para as curvas para z(t) em
vermelho e azul.

Na Figura 2.5 mostramos a resolução numérica do sistema (2.3), para no-
vamente ilustrar a análise das soluções obtidas. Nesta figura representamos a
evolução temporal x(t) (linha preta) e z(t) (linha vermelha) das soluções do sistema
de Lotka-Volterra, pelo método de Runge-Kutta. Para a resolução deste sistema,
consideramos inicialmente a quantidade x(0) = 4 e z(0) = 2 de presas e de predadores,
respectivamente. Uma análise rápida da Figura 2.5 mostra que à medida que



40

Figura 2.4: Representação da evolução temporal yE(t) (linha preta) e zE(t) (linha vermelha)
das soluções exatas e y(t) (linha pontilhada verde) e z(t) (linha pontilhada azul) pelo método
de Runge-Kutta.
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a quantidade de presas aumenta, aumenta também a quantidade de predadores,
até um valor máximo. Quando a quantidade de presas começa a reduzir, reduz-
se também os predadores, até um valor mínimo. Com a redução do número de
predadores, se inicia um processo de recuperação da quantidade de presas, o que
leva a um aumento da quantidade de predadores e o processo se repete, ou seja, a
evolução é periódica. Observamos que o número máximo e mínimo de predadores
é sempre maior que estes mesmos números para as presas.

Resolvemos agora o sistema (2.4), considerando as condições iniciais e os
parâmetros de (69). Nosso intuito é simular a resolução numérica, além de
determinar a estabilidade de alguns dos pontos de equilíbrio desse sistema na Seção
2.4.2.

Na Figura 2.6, as linhas preta, vermelha e azul, representam a evolução
temporal de x(t), y(t) e z(t), respectivamente, das soluções do sistema (2.4), pelo
método de Runge-Kutta. Para organização desta figura, consideramos x(0) = 1000,
y(0) = 1000, z(0) = 2000, b = 0,03566, c = 0,1, d = 0,0001723, e = 0,03566, f = 0,1,
g = 0,00256, K = 25000 e m = 0,02439.

O valor do parâmetro a pode ser utilizado, neste caso, para determinar a
estabilidade dos pontos de equilíbrio. Na Figura 2.6(a) utilizamos a = 0,13, que
representa a extinção total de todas as populações, enquanto que, na Figura 2.6(b),
com a = 0,1908, representa-se a coexistência entre as populações. A partir das
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Figura 2.5: Representação da evolução temporal x(t) (linha preta) e z(t) (linha vermelha) das
soluções do sistema de Lotka-Volterra pelo método de Runge-Kutta. Consideramos x(0) = 4,
z(0) = 2, a = 1,0, b = 0,5, c = 0,75 e d = 0,5.
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Figura 2.6: Representação da evolução temporal x(t) (linha preta), y(t) (linha vermelha) e
z(t) (linha azul) das soluções do sistema (2.4), pelo método de Runge-Kutta. Consideramos
x(0) = 1000, y(0) = 1000, z(0) = 2000, b = 0,03566, c = 0,1, d = 0,0001723, e = 0,03566, f = 0,1,
g = 0,00256, K = 25000 e m = 0,02439. Em (a) a = 0,13 e (b) a = 0,1908.
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oscilações observadas, podemos tirar informações conclusivas quanto à densidade
z(t) das larvas da broca da cana-de-açúcar, ou então quanto à concentração de ovos
existentes (x(t)) ou parasitados (y(t)). Estas informações auxiliam na tomada de
decisões, principalmente em relação aos mecanismos de controle biológico. Este
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exemplo mostra também que muitos sistemas são sensíveis às condições iniciais ou
aos parâmetros utilizados.

2.4 Pontos de equilíbrio e análise da estabilidade

Geralmente, nos sistemas autônomos é mais interessante o estudo do compor-
tamento das funções soluções na vizinhança de um ponto fixo do que o estudo da
própria solução. Este comportamento é denominado estabilidade do sistema, que
pode ser analisado a partir dos sinais dos seus autovalores, sendo estes números
reais ou números complexos (59–61).

Supondo que é dado um sistema autônomo de equações diferenciais lineares,
com coeficientes constantes do tipo ẋ = Ax, onde A é uma matriz de coeficientes
reais de ordem n, com det(A) , 0 e x = (x1,x2, ...,xn), então o ponto crítico x̃, desde
que tenhamos seus autovalores e autovetores, será classificado como nó estável ou
instável, ponto espiral estável ou instável, centro ou sela.

Se agora o sistema autônomo de equações diferenciais é não-linear, com
coeficientes constantes do tipo ẋ = Ax, podemos classificar um ponto crítico x̃
determinando os autovalores da matriz jacobiana

A =



∂ f1
∂x1

(x̃)
∂ f1
∂x2

(x̃) · · ·
∂ f1
∂xn

(x̃)

∂ f2
∂x1

(x̃)
∂ f2
∂x2

(x̃) · · ·
∂ f2
∂xn

(x̃)
...

...
...

∂ fn
∂x1

(x̃)
∂ fn
∂x2

(x̃) · · ·
∂ fn
∂xn

(x̃)


,

e o ponto crítico será:

(i) assintoticamente estável, se todos os autovalores são reais e negativos ou têm
a parte real negativa;

(ii) estável, mas não assintoticamente estável, se todos os autovalores são imagi-
nários puros;

(iii) instável, se todos os autovalores são reais e pelo menos um deles é positivo ou
se ambos têm parte real positiva.

Em um modelo contínuo, um estado será considerado estável, desde que os
valores equivalentes da equação característica (associada ao problema linearizado)
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sejam negativos (se real) ou tenham partes reais negativas (se complexas).

Nas seções 2.4.1 e 2.4.2 vamos analisar os pontos de equilíbrio dos exemplos
propostos na seção 2.2.4.

2.4.1 Modelo de Lotka-Volterra

Nesta seção, como exemplo, determinamos e analisamos os pontos de equilí-
brio do sistema (2.3) de Lotka-Volterra.

Pontos de Equilíbrio e Análise da Estabilidade

No sistema (2.3), inicialmente, fazendo o
dx
dt

= 0 e
dz
dt

= 0, obtêm-se os seguintes
pontos de equilíbrio:

* P1 = (0,0) que corresponde à extinção das duas espécies;

* P2 =
( c
d
,
a
b

)
que corresponde à coexistência entre as duas espécies.

Como o sistema (2.3) é não-linear, sua análise pode ser feita linearizando, ou
seja, determinando a sua matriz Jacobiana (J), que é dada por:

J =

 a− bz −bx
dz −c + dx

 . (2.16)

Com uma rápida análise da matriz (2.16) para os pontos de equilíbrio
considerados anteriormente, tem-se:

I- Para o ponto P1 = (0,0):

J(0,0) =

 a 0
0 −c

 ,
que tem os autovalores λ1 = a > 0 e λ2 = −c < 0. Como λ1 > 0, P1 é classificado
como um ponto de sela, sendo assim, P1 é um ponto instável. Como x(0) , 0
e z(0) , 0, então na ausência de fatores externos as populações de pressas
e predadores nunca são extintas simultaneamente. Portanto, P1 nunca vai
ocorrer.

II- Para o ponto P2 =
( c
d
,
a
b

)
:
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J
( c
d
,
a
b

)
=

 0 −
bc
d

ad
b

0

 , (2.17)

que tem autovalores λ = ±i
√

ac. Portanto P2 é um ponto estável, mais
precisamente um centro estável.

2.4.2 Modelo das interações entre a broca da cana-de-açúcar e seu

parasitóide

Nesta seção, também como exemplo, determinamos e analisamos os pontos
de equilíbrio do sistema (2.4).

Pontos de Equilíbrio e Análise da Estabilidade

No sistema (2.4), admitindo uma infestação pela broca da cana-de-açúcar mais
resistente, supondo que a taxa de mortalidade da broca no estágio larval observada
em uma infestação específica é na prática desprezível, de modo que todos os ovos
atinjam o estágio larval. Desta forma, com estas hipóteses, g = 0 e m = 1. O modelo
de interação entre a broca da cana-de-açúcar e seu parasitóide, para o cálculo dos
pontos críticos, tem a forma (64, 69):

ax
(
1−

x
K

)
−bx− cx−dxy = 0

dxy− e y− f y = 0

cx− z = 0,

(2.18)

onde

• P1 = (0,0,0);

• P2 =
(K

a
(a−b− c) ,0,

cK
a

(a− b− c)
)
;

• P3 =

(
e + f

d
,
a
d
−

b + c
d
−

a
(
e + f

)
K d2 ,

c
(
e + f

)
d

)
.

Para garantir que os pontos não sejam negativos em P2 o

a > b + c (2.19)
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e em P3 o

a > b + c +
a
(
e + f

)
K d

⇐⇒ a >
Kd(b + c)
Kd− e− f

. (2.20)

Vamos agora analisar cada ponto de equilíbrio. Como o sistema (2.4) também
não é linear, vamos determinar a sua matriz Jacobiana (J), que tem a forma:

J =


a−

2ax
K
−b− c−dy −dx 0

dy dx− e− f 0
c 0 −1

 . (2.21)

Ao analisarmos a matriz (2.21) para os pontos de equilíbrio considerados
anteriormente, tem-se:

I- Para o ponto P1 = (0,0,0):

J(0,0,0) =


a−b− c 0 0

0 −e− f 0
c 0 −1

 . (2.22)

que tem os autovalores λ1 = a− b− c, λ2 = −e− f < 0 e λ3 = −1 < 0. Observa-se
que P1 será estável se λ1 < 0, isto é, a < b + c, o que contradiz equação (2.19).

II- Para o ponto P2 =
(K

a
(a−b− c) ,0,

cK
a

(a− b− c)
)
:

J (P2) =


−a + b + c −

dK
a

(a−b− c) 0

0
dK
a

(a− b− c)− e− f 0

c 0 −1

 . (2.23)

que tem os autovalores λ1 = −a + b + c, λ2 =
dK
a

(a− b− c)− e− f e λ3 = −1 < 0.

Por (2.19), λ1 < 0 e para que λ2 < 0 temos que
dK
a

(a−b− c)− e− f < 0, ou seja,

a <
K d (b + c)
K d− e− f

e portanto P2 é assintoticamente estável.
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III- Para o ponto P3 =

(
e + f

d
,
a
d
−

b + c
d
−

a
(
e + f

)
K d2 ,

c
(
e + f

)
d

)
:

J (P3) =


−

a
(
e + f

)
Kd

−
(
e + f

)
0

a−b− c−
a
(
e + f

)
Kd

0 0

c 0 −1

 . (2.24)

que tem um dos autovaloresλ1 =−1< 0 e os demais são as soluções da equação:

λ2 +
a
(
e + f

)
Kd

λ+
(
e + f

)(
a− b− c−

a
(
e + f

)
Kd

)
= 0. (2.25)

Estas duas soluções só serão negativas caso a abscissa do vértice seja negativo

e isso já ocorre, e também, se
(
e + f

)(
a−b− c−

a
(
e + f

)
Kd

)
> 0, isto é, se

a >
K d (b + c)
K d− e− f

, (2.26)

portanto P3 será estável.

Observa-se, no entanto, que não é possível garantir a estabilidade simultânea
dos pontos de equilíbrio P2 e P3 devido às condições (2.19) e (2.20) = (2.26).

Ao analisarmos novamente a Figura 2.6, percebemos a importância do valor
do parâmetro a fixado na resolução deste problema, aqui representados em (2.19) e
(2.20).

A título de ilustração, no Capítulo 5 analisamos os pontos de equilíbrio do
sistema de interação glioma-glias-neurônios e o agentes quimioterápicos (4.7).

2.5 Resultados analíticos

Os resultados analíticos são determinados com mais facilidade nos sistemas
de equações diferenciais lineares. Nos sistemas de equações não-lineares, como
é praticamente impossível, ou muito difícil, determinar as soluções explícitas das
mesmas, não vamos tentar resolvê-las, mas apenas procurar obter informações qua-
litativas em relação ao comportamento da solução nas proximidades dos chamados
pontos de equilíbrio, conforme estudamos na seção 2.4.

Nesta seção, como exemplo, vamos determinar a solução analítica do sistema
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de equações ordinárias lineares (59, 61),



dx
dt

= −x + y
dy
dt

= x + 2y + z
dz
dt

= 3y− z.

(2.27)

Podemos reescrever o sistema (2.27) da forma:
dX
dt

= A.X→
dX
dt

=


−1 1 0
1 2 1
0 3 −1

X,

onde X =


x
y
z

 e A é a matriz dos coeficientes.

Vamos agora determinar os autovalores e os autovetores da matriz dos
coeficientes. Para tanto resolvemos a equação característica

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1−λ 1 0

1 2−λ 1
0 3 −1−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1−λ)(−3 +λ)(2 +λ) = 0,

de onde obtêm-se os autovalores: λ1 = −1, λ2 = 3 e λ3 = −2.

• Para λ1 = −1, vem:

(A + 1.I |0) =


0 1 0 0
1 3 1 0
0 3 0 0

 ,

cuja solução é: K1 =


−1
0
1

 .
• Para λ2 = 3, vem:

(A−3.I |0) =


−4 1 0 0
1 −1 1 0
0 3 −4 0

 =⇒ K2 =


1
4
3

 .
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• Para λ3 = −2, vem:

(A + 2.I |0) =


1 1 0 0
1 4 1 0
0 3 1 0

 =⇒ K3 =


1
−1
3

 .
Portanto, a solução geral do sistema é dado por:

X = C1


−1
0
1

e−t + C2


1
4
3

e3t + C3


1
−1
3

e−2t.

Se forem dadas as condições iniciais para este problema podemos determinar
os valores de C1, C2 e C3. É importante destacar que este mesmo problema poderia
ter sido resolvido de outras formas.
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Capítulo 3
Efeitos da Resistência às Drogas num

Sistema Tumor-imune com Tratamento
Quimioterápico

Conforme já discutimos, os cânceres podem desenvolver resistência aos
agentes quimioterápicos aplicados durante os tratamentos (40). A resistência aos
medicamentos, tanto intrínseca quanto adquirida, é um fenômeno que ocorre
quando as células cancerígenas não são afetadas pela quimioterapia (39). Várias
informações sobre os mecanismos de resistência aos medicamentos contra o câncer
(37) têm sido obtidas a partir de muitos experimentos realizados.

Partindo do que hoje conhecemos por biofísica, poder testar sistemas biológi-
cos através de simulações numéricas representa um grande avanço para a biologia
e para a medicina, com destaque para o fato de que, nesses casos, os testes finais
dos sistemas são feitos em seres vivos. Para estas situações, o que as simulações
numéricas e análises matemáticas e/ou físicas oferecem é a otimização desses testes,
de modo a minimizar os esforços na solução de problemas complexos. Em meio a
esse cenário, metodologicamente, nosso trabalho está organizado de forma a tentar
contribuir com pesquisas na área de tratamentos antineoplásicos que envolvam a
quimioterapia com resistência às drogas.

Neste capítulo, como um dos pontos principais da nossa tese, incluímos a
resistência aos medicamentos quimioterápicos no modelo tumor-imune proposto
por Borges et al. (25). Inicialmente, vamos apresentar nosso modelo com todas
as suas particularidades e parâmetros; em seguida faremos algumas simulações
numéricas para analisarmos os seus efeitos no sistema biológico proposto.

3.1 O Modelo matemático

A resistência às drogas contra o câncer tem sido uma das grandes dificuldades
nos tratamentos quimioterápicos antineoplásicos (70) e o desafio consiste em como
identificar e evitar a resistência (71). Muitas pesquisas têm realizado testes para
encontrar novas estratégias nos tratamentos de tumores, associados com a resistência
às drogas (72).
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O modelo matemático proposto, neste momento, descreve o crescimento das
células cancerígenas, no qual consideramos também o câncer resistente às drogas.
As células do câncer estão separadas em células sensíveis e resistentes às drogas e
ambas são atacadas pelo sistema imunológico. No sistema imunológico, as células
em repouso são convertidas em células de caça; consideramos que as células do
câncer e as células em repouso têm um crescimento logístico, enquanto as células de
caça têm uma forma de morte programada das células, conhecida como apoptose. O
agente quimioterápico é aplicado para matar o câncer, mas ele afeta todas as células,
exceto as células do câncer resistentes aos medicamentos, como mostra a Figura 3.1.

O modelo é dado por

dCS(t)
dt

= q1CS(t)
(
1−

CS(t) + CR(t)
K1

)
−α1CS(t)H(t)−uF[Z]CS(t) (3.1)

−
p1CS(t)Z(t)
a1 + CS(t)

,

dCR(t)
dt

= q2CR(t)
[
1−

CS(t) + CR(t)
K1

]
−α2CR(t)H(t) + uF[Z]CS(t), (3.2)

dH(t)
dt

= β1H(t)R (t−τ)−d1H(t)−α3H(t) [CS(t) + CR(t)]−
p2H(t)Z(t)
a2 + H(t)

, (3.3)

dR(t)
dt

= q3R(t)
(
1−

R(t)
K2

)
−β1H(t)R(t−τ)−

p3R(t)Z(t)
a3 + R(t)

, (3.4)

dZ(t)
dt

= Φ−

(
ζ+

g1CS(t)
a1 + CS(t)

+
g2H(t)

a2 + H(t)
+

g3R(t)
a3 + R(t)

)
Z(t), (3.5)

onde CS e CR são a concentração de células sensíveis e resistentes às drogas (kg.m−3),
respectivamente, H é a concentração de células de caça (kg.m−3), R é a concentração
de células em repouso (kg.m−3), Z é a concentração do agente quimioterápico
(mg.m−2), t é a tempo (dia), τ é o tempo de atraso de repouso para as células de
caça entrar em ação e F(Z) é uma função definida como

F(Z) =

 0, Z = 0
1, Z > 0

. (3.6)

Além disso, pi representa o coeficiente de predação do agente quimioterápico,
ai corresponde à taxa na qual as células atingem a capacidade de carga quando
não há competição e predação e gi representa as taxas de combinação do agente
quimioterápico com as células, que é proporcional a pi (24). Os valores dos
parâmetros que usamos em nossas simulações estão fixados na Tabela 3.1, de acordo
com a bibliografia.
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Figura 3.1: Esquema representativo do modelo.

Fonte: o autor

Introduzimos as seguintes variáveis de adimensionalizamento cs = CS/KT,
cr = CR/KT, h = H/KT, r = R/KT, e z = ζZ, onde KT = K1 +K2 e t∗ = t/day. Consideramos
K∗1 = K1/KT, K∗2 = K2/KT, u∗ = u dia, d∗1 = d1 dia, β∗1 = β1KT dia, Φ∗ = Φ dia, ζ∗ = ζ dia,
q∗i = qi dia, α∗i = αiKT dia, p∗i = pi/(ζKT) dia, g∗i = gi dia, e a∗i = ai/KT (i = 1,2,3).

Redefinindo as variáveis e removendo as estrelas, obtemos

dcs(t)
dt

= q1cs(t)
(
1−

cs(t) + cr(t)
K1

)
−α1cs(t)h(t)−uF[z]cs(t)−

p1cs(t)z(t)
a1 + cs(t)

,

dcr(t)
dt

= q2cr(t)
[
1−

cs(t) + cr(t)
K1

]
−α2cr(t)h(t) + uF[z]cs(t),

dh(t)
dt

= β1h(t)r (t−τ)−d1h(t)−α3h(t) [cs(t) + cr(t)]−
p2h(t)z(t)
a2 + h(t)

, (3.7)

dr(t)
dt

= q3r(t)
(
1−

r(t)
K2

)
−β1h(t)r (t−τ)−

p3r(t)z(t)
a3 + r(t)

,

dz(t)
dt

= Φζ−

(
ζ+

g1cs(t)
a1 + cs(t)

+
g2h(t)

a2 + h(t)
+

g3r(t)
a3 + r(t)

)
z(t),

Os valores dos parâmetros adimensionalizados são dados na Tabela 3.2.
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Tabela 3.1: Valores dos parâmetros de acordo com a bibliografia.

Parâmetro Valor Descrição
q1 0,18 dia−1 Taxa de
q2 0,18 dia−1 proliferação
q3 0,0245 dia−1 (73, 74)
d1 0,0412 dia−1 Taxa de morte (75)
β1 6,2×10−9 (células · dia)−1 Taxa de conversão (75)
Φ 0−200 mg(m2

· dia)−1 Quimioterapia (76, 77)
ζ 0,2 dia−1 Taxa de absorção (25)
u 10−3 dia−1 Taxa de mutação

α1,α2 1,101×10−7 (células · dia)−1 Coeficiente de
α3 3,422×10−10 (células · dia)−1 competição (75)
K1 5×106 células Capacidade de
K2 1×107 células carregamento (73, 74)
τ 45,6 dias Tempo de atraso (74)

Fonte: o autor

Tabela 3.2: Parâmetros adimensionalizados.

Parâmetros Valores
q1 0,18
q2 0,18
q3 0,0245
d1 0,0412
β1 9,3×10−2

p1 1×10−3

p2 1×10−3

p3 1×10−3

a1 1×10−4

a2 1×10−4

a3 1×10−4

g1, g2, g3 0,1
α1,α2 1,6515
α3 5,133×10−3

K1 1/3
K2 2/3

Fonte: o autor
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3.1.1 Descrição do sistema tumor-imune

O primeiro termo, nas equações (3.1), (3.2) e (3.4), representa o crescimento
logístico das células e na equação (3.3), o primeiro termo representa a aumento da
população de células de caça com atraso. As células em repouso, para proteger o
organismo contra o ataque das células cancerígenas, se transformam em células de
caça, representado pelo segundo termo na equação (3.4).

O efeito da interação das células com o agente quimioterápico está repre-
sentado pelo último termo, nas equações (3.1), (3.3) e (3.4). Nestes termos, a
quimioterapia atua destruindo as células com diferentes intensidades e de acordo
com as funções de morte de Holling tipo II. No modelo de predação, (78) propôs
alguns tipos de respostas funcionais a estes fenômenos. Holling descobriu que o
predador tem uma resposta funcional Holling II, levando em consideração o tempo
que um predador toma para lidar com a presa que capturou (79).

A equação (3.5) representa a dinâmica do agente quimioterápico, atuando no

sistema. Nesta equação, o valor da soma ζ+
g1CS

a1 + CS
+

g2H
a2 + H

+
g3R

a3 + R
está relacionado

com a rejeição natural do organismo aos produtos quimioterápicos que são aplicados.

Os termos α1CSH, α2CRH e α3(CS + CR)H das equações (3.1), (3.2) e (3.3),
respectivamente, representam as interações entre as células de caça e as células do
câncer sensíveis e resistentes ao tratamento quimioterápico. O termo d1H, na equação
(3.4), representa o mecanismo natural de morte celular, chamada de apoptose.

A novidade, em relação aos vários modelos propostos anteriormente (24, 25,
66), foi a subdivisão em duas novas equações, (3.1) e (3.2). Além disso, nestas duas
novas equações, foi inserido o termo uF[Z]CS, o qual vai representar a mutação de
células do câncer sensíveis às drogas, em células do câncer resistentes às drogas
(51). Nestes termos inserimos a função definida em (3.6) para justificar o fato de
que estes só serão levados em conta, caso o agente quimioterápico esteja sendo
utilizado. Novamente, podemos afirmar que estes termos de mutação, inseridos
nestas equações, são os principais diferenciais entre os modelos da bibliografia da
área, estudados até aqui.

3.2 Tumor resistente às drogas

Muitos medicamentos poderosos, aplicados em diferentes protocolos clínicos,
são utilizados para eliminar uma grande variedade de cânceres. Neste trabalho,
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consideramos os tratamentos quimioterápicos contínuo e pulsado. Em nossas
simulações do sistema tumor-imune, as condições iniciais são dadas por cs(0) = 0,18,
cr(0) = 0, h(0) = 0,01, r(0) = 0,48 e z(0) = 0.

3.2.1 Tratamento quimioterápico contínuo

A Figura 3.2 representa o comportamento da evolução temporal de cs(t)
(linha vermelha), cr(t) (linha azul), h(t) (linha preta) e r(t) (linha verde) quando
não há resistência aos medicamentos contra o câncer (u = 0) para um tratamento
quimioterápico contínuo. Na Figura 3.2(a) observamos a coexistência entre as células
de caça e repouso (células do sistema imunológico) com as células cancerígenas. Ao
aumentar o valor da dose de quimioterapia Φ de 0,02 (Fig. 3.2(a)) para 0,025 (Fig.
3.2(b)), percebemos que o câncer (linha vermelha) é eliminado, enquanto as células
do sistema imunológico (linhas pretas e verdes) permanecem vivas.

Figura 3.2: Evolução temporal de cs(t) (linha vermelha), cr(t) (linha azul), h(t) (linha preta) e
r(t) (linha verde) para (a) Φ = 0,02 e (b) Φ = 0,025.
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Fonte: o autor

A resistência às drogas é um dos muitos problemas na terapia contra o câncer.
Este fenômeno está sendo considerado em nosso modelo quando à taxa de mutação
u > 0. Na Figura 3.3 vemos o aparecimento de células cancerígenas resistentes às
drogas (linha azul), uma vez que u = 0,001. Aumentando Φ de 0,02 (Fig. 3.3(a)) para
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0,035 (Fig. 3.3(b)), verificamos uma remissão temporária do câncer (cs(t) < 0,0009
e cr(t) < 0,0009) por t iguais a 434 e 557 dias, respectivamente. Observamos que
as células cancerígenas sensíveis são suprimidas pelas ações da quimioterapia e do
sistema imunológico, conjuntamente. No entanto, se comparamos as Figuras 3.2 e
3.3, observamos que o sistema imunológico sozinho não é suficiente para suprimir
as células cancerígenas resistentes.

Figura 3.3: Evolução temporal de cs(t) (linha vermelha), cr(t) (linha azul), h(t) (linha preta) e
r(t) (linha verde) para u = 0,001. Em (a) Φ = 0,02 e (b) Φ = 0,035.
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Fonte: o autor

Para o aprimoramento de nossas análises, calculamos o espaço de parâmetro
p1 ×Φ, com o objetivo de identificar as regiões nas quais ocorrem a remissão do
câncer. A Figura 3.4(a) mostra a situação sem resistência aos medicamentos, ou seja,
para u = 0. Separamos a figura em três regiões: crescimento do câncer (cs(t) > 0),
remissão do câncer (cs(t) < 0,001) e remissão das células de caça (h(t) < 0,001). O
câncer cresce para valores pequenos de p1 e Φ (região vermelha), mas acaba sendo
suprimido para valores maiores (região verde). Observamos que valores mais altos
desses parâmetros não apenas levam à morte de células cancerígenas, mas também
enfraquecem o sistema imunológico com a remissão das células de caça (região
amarela). Quando ocorre a resistência às drogas, a remissão temporária do câncer
por 100 dias (0,0 ≤ cr(t) < 0,01) é observada para valores pequenos de p1 e Φ para
u = 0,001, como mostra a Figura 3.4(b) (região verde).

3.2.2 Tratamento quimioterápico pulsado

A administração pulsada de drogas quimioterapêuticas, também conhecida
como terapia intermitente ou pulsada, é um protocolo clínico no qual a droga
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Figura 3.4: Espaço de parâmetros p1×Φ para (a) u = 0,0 e (b) u = 0,001. Separamos em três
regiões: crescimento do câncer (cs(t) > 0,001, vermelha), remissão do câncer (cs(t) < 0,001 e
0,0 ≤ cr(t) < 0,01, verde) e remissão das células de caça (h(t) < 0,001, amarela).
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é administrada e seguida por um período de descanso. Em nossas simulações,
usamos a quimioterapia pulsada periodicamente e analisamos diferentes períodos
de descanso para determinar a remissão do câncer.

As Figuras 3.5(a), 3.5(b), 3.5(c) e 3.5(d) exibem a evolução temporal de (a)
cs(t), (b) cr(t), (c) h(t) e (d) r(t), respectivamente, para Φ = 0,2, u = 0,001 em três
diferentes protocolos (dias com administração × intervalo de tempo de descanso).
Não observamos significativas diferenças entre os protocolos 2× 15 (linha azul) e
1× 10 (linha preta). No entanto, ambos podem ser considerados melhores que o
protocolo 5× 23 (linha vermelha), devido ao fato de que os tempos de supressão
e remissão de cs(t) e cr(t), respectivamente, são menores do que os observados
no protocolo de 5× 23. Observamos que a supressão de cs(t) ocorre com t sendo
aproximadamente igual a 625 para 5×23 e cerca de 500 dias para 2×15 e 1×10. No
caso da remissão temporária (cr(t)< 0,1), observamos que começa aproximadamente
em 615 dias após o início do tratamento quimioterápico para o protocolo 5× 23, e
cerca de 450 dias para os protocolos 2×15 e 1×10.
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Figura 3.5: Evolução temporal de (a) cs(t), (b) cr(t), (c) h(t) e (d) r(t) para Φ = 0,2 e u = 0,001.
Consideramos os protocolos (dias com administração × intervalo de tempo de descanso):
5×23 (linha vermelha), 2×15 (linha azul) e 1×10 (linha preta).
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O sistema imunológico desempenha um papel importante no combate ao
câncer. Assim, para analisar a influência das células de caça sobre as células do
câncer resistente às drogas, variamos o coeficiente de competição entre as células de
câncer resistentes às drogas e as células de caça (α2) e o tempo de atraso, na mudança
de células de repouso para as células de caça (τ). A Figura 3.6 exibe o espaço de
parâmetros α2 × τ para o protocolo 5× 23, no qual consideramos a remissão do
câncer quando cs(t) < 0,0001 e cr(t) < 0,1 (região verde) para pelo menos 100 dias
e com câncer para cs(t) ≥ 0,0001 e cr(t) ≥ 0,1 (região vermelha). Verificamos que
aumentando Φ de 0,2 (Fig. 3.6 (a)) para 0,25 (Fig. 3.6 (b)) a região de remissão do
câncer diminui. Portanto, para valores maiores de Φ, a remissão do câncer é obtida
para valores menores de τ, mantendo-se os valores de α2 > 1,2.

Isso significa que o aumento da quantidade do agente quimioterápico acaba
sendo prejudicial para o indivíduo em tratamento. Além disso, quando o Φ é menor,
os tratamentos têm resultados positivos, mesmo para τ com valores maiores, ou seja,
mesmo que as células de caça atrasem um pouco mais para entrar em ação.

Nós também calculamos o espaço de parâmetros Φ× τ para os protocolos
1× 10 e 5× 23, conforme mostrado nas Figuras 3.7(a) e 3.7(b), respectivamente.
Comparando a Figura 3.7(a) e a Figura 3.7(b), observamos que não apenas Φ e τ são
importantes, mas também o tipo de protocolo é relevante para aumentar a região de
remissão do câncer. A região de remissão do câncer é menor para 5×23 do que para
1×10. Esta simulação mostra que utilizando um mesmo valor de Φ e τ, a remissão
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Figura 3.6: Espaço de parâmetros α2×τ para o protocolo 5×23, (a) Φ = 0,2 e (b) Φ = 0,25. A
região verde corresponde à região de remissão de câncer e a região vermelha representa a
com câncer.
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só vai ocorrer dependendo do tipo de protocolo utilizado. Observamos também que
deixar o indivíduo mais tempo sob a ação de drogas quimioterápicas pode não ser
benéfico ao tratamento.

No próximo Capítulo 4 mostraremos a influência da resistência aos medica-
mentos contra o câncer num sistema glia-glioma-neurônio.
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Figura 3.7: Espaço de parâmetros Φ× τ para os protocolos (a) 1× 10 e (b) 5× 23. As
regiões verde e vermelha correspondem as regiões com remissão do câncer e com câncer,
respectivamente.
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Capítulo 4
Efeitos da Resistência às Drogas num

Sistema Glia-glioma-neurônio com
Tratamento Quimioterápico

4.1 Modelo matemático proposto

Analisamos um modelo matemático para o tratamento quimioterápico do
câncer cerebral, que é uma das mais comuns e fundamentais formas de tratamento. A
quimioterapia consiste na injeção no corpo do indivíduo de um agente encarregado
de atacar as células cancerígenas. O problema é que este agente também age no
sentido de tornar algumas células cancerígenas resistentes às drogas, além de atacar
as células saudáveis, causando os chamados efeitos colaterais. Entre os efeitos
colaterais podemos afirmar que o principal problema é a redução na capacidade de
defesa do sistema imunológico. Muitas pesquisas têm sido realizadas modelando
matematicamente o tratamento do câncer (15, 17, 18, 24, 25, 66).

O modelo em estudo, representado esquematicamente na Figura 4.1, mostra
as interações consideradas no modelo de Iarosz et al. (18), que foi modificado
admitindo-se o fato da resistência às drogas inserindo mais uma equação no
modelo. Este modelo consiste em um sistema de equações diferenciais ordinárias,
que simulam as interações entre células normais (células gliais), células com
câncer (células do glioma sensíveis e resistentes às drogas), neurônios e o agente
quimioterápico. As células de glioma sensíveis e resistentes, representadas pelas
equações (4.2) e (4.3), têm um crescimento logístico, atacam as células gliais e não
atacam diretamente os neurônios. As células gliais interagem com os neurônios,
dando-lhes sustentação, proteção e nutrição, competem com as células do glioma
e também têm crescimento logístico. O agente quimioterápico é um predador
que ataca as células do glioma, as células gliais e os neurônios. Em função da
quimioterapia, as células do glioma sensível transformam-se em glioma resistente
através de mutações.

O modelo assim definido é dado por:
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Figura 4.1: Esquema representativo das interações do modelo proposto.

Fonte: O autor

dG(t)
dt

= PGG(t)
(
1−

G(t)
K1

)
−ΨG G(t)[CS(t) + CR(t)]−

I1G(t)Q(t)
A1 + G(t)

(4.1)

dCS(t)
dt

= PS CS(t)
(
1−

CS(t) + CR(t)
K2

)
−uF[Q(t)]CS(t)−ΨCS G(t)CS(t)− (4.2)

−
I2CS(t)Q(t)
A2 + CS(t)

dCR(t)
dt

= PRCR(t)
(
1−

CS(t) + CR(t)
K2

)
+ uF[Q(t)]CS(t)−ΨCRG(t)CR(t) (4.3)

dN(t)
dt

= ψ Ġ(t)F
[
−

Ġ(t)
K1

]
N(t)−

I3 N(t)Q(t)
A3 + N(t)

(4.4)

dQ(t)
dt

= Φ−ζQ(t), (4.5)

onde G representa a concentração de células gliais (em kg.m−3), CS representa a
concentração de células do glioma sensíveis às drogas (em kg.m−3), CR representa a
concentração de células do glioma resistentes às drogas (em kg.m−3), N representa
a concentração de neurônios (em kg.m−3), Q representa a concentração do agente
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quimioterápico (em mg.m−2) e F(x) é a função definida da seguinte forma:

F(x) =

 0, x ≤ 0,
1, x > 0.

(4.6)

A Tabela 4.1 descreve os parâmetros utilizados de acordo com a bibliografia.

Tabela 4.1: Descrição dos parâmetros do modelo proposto.

Parâmetros Descrição Valores

PG Taxa de crescimento das células glias 0,0068 dias−1 (66)
PS Taxa de crescimento do glioma sensível às

drogas
0,012 dias−1 (80)

PR Taxa de crescimento do glioma resistente às
drogas

0,002 - 0,012 dias−1 (80)

ψ Influência das glias sobre os neurônios 0 - 0,02 (66)
I1 Coeficiente de interação 2,4×10−5 m2(mg dia)−1 (66)
I2 Coeficiente de interação 2,4×10−2 m2(mg dia)−1 (81)
I3 Coeficiente de interação 2,4×10−5 m2(mg dia)−1 (81)
Φ Taxa de infusão do agente quimioterápico 0 - 200 mg(m2dias)−1 (76, 77)
ζ Taxa de eliminação do agente quimioterápico 0,2 dias−1 (25, 82)
A1, A2, A3 Holling tipo 2 510 kg.m−3

K1, K2, K3 Capacidade máxima 510 kg.m−3 (83)
ΨG Coeficiente de competição das glias com o

glioma
3,6 × 10−5 dias−1 (Hipótese do
câncer) (66)

ΨS Coeficiente de competição das glias com o
glioma sensível

3,6×10−6 dias−1 (66)

ΨR Coeficiente de competição das glias com o
glioma resistente

3,6×10−6 dias−1 (66)

u Taxa de mutação do glioma sensível para
resistente

0−1,0

Fonte: O autor

Com o objetivo de facilitar as análises do modelo proposto, descrito anterior-

mente, o normalizamos introduzindo as variáveis: g(t) =
G(t)
K1

, cs(t) =
CS(t)

K2
, cr(t) =

CR(t)
K2

, cs(t) + cr(t) =
CS(t) + CR(t)

K2
e n(t) =

N(t)
K3

, onde Ki (i = 1, 2, 3) é a capacidade

máxima de carga das células gliais, gliomas e neurônios, respectivamente.
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Substituindo estas variáveis no sistema proposto, obtêm-se:

dg(t)
dt

= PGg(t)
(
1− g(t)

)
−β1 g(t)[cs(t) + cr(t)]−

i1g(t)Q(t)
a1 + g(t)

dcs(t)
dt

= PScs(t)[1− (cs(t) + cr(t))]−uF[Q(t)]cs(t)−β2g(t)cs(t)−

−
i2cs(t)Q(t)
a2 + cs(t)

dcr(t)
dt

= PRcr(t)[1− (cs(t) + cr(t))] + uF[Q(t)]cs(t)−β3g(t)cr(t) (4.7)

dn(t)
dt

= α ġ(t)F[−ġ(t)]n(t)−
i3 n(t)Q(t)
a3 + n(t)

dQ(t)
dt

= Φ−ζQ(t),

onde β1 = ΨGK2, β2 = ΨSK1, β3 = ΨRK1, α = ψK1, ai =
Ai

Ki
e pi =

Pi

Ki
para i = 1, 2, 3. Na

Tabela 4.2 aparecem os valores dos parâmetros normalizados.

Tabela 4.2: Descrição dos parâmetros normalizados.

Parâmetros Valores

β1 1,8×10−2 dia−1

β2, β3 1,8×10−3 dia−1

α 0−10,0
a1, a2, a3 1,0
i1, i3 4,7×10−8 m2(mg ·dia)−1

i2 4,7×10−5 m2(mg ·dia)−1

Fonte: O autor

Resolvendo a equação (4.5) pelo método da separação de variáveis, conside-
rando que Φ e ζ são constantes definidas na Tabela 4.1, obtemos:

Q(t) =
Φ

ζ

(
1− e−ζ t

)
, (4.8)

que representa um decaimento exponencial, o que resulta, com o passar do tempo
em:

lim
t→∞

Q(t) =
Φ

ζ
.

4.1.1 Descrição do sistema glia-glioma-neurônio

O primeiro termo, nas equações (4.1), (4.2) e (4.3), representa o crescimento
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logístico das células e na equação (4.4), o primeiro termo representa a redução da
população de neurônios em função da morte de células da glia. As células gliais,
por darem sustentação, nutrição e proteção para os neurônios, acabam interagindo
naturalmente com eles. Portanto, sempre que ocorre a redução das células gliais,
isso resulta em morte neuronal, exceto se algum fator externo de sobrevivência for
incluído (84). Logo, o primeiro termo da equação (4.4) representa o fato de que,
quando a concentração de células gliais diminui, Ġ(t) torna-se negativo, fazendo
com que este termo contribua negativamente para N(t), levando a uma redução
na concentração de neurônios. Quando a taxa da concentração de células gliais,
Ġ(t), for nula ou positiva, este termo é nulo. Podemos concluir, assim, que uma
diminuição na concentração glial causa a morte dos neurônios, enquanto que um
aumento não contribui para uma mudança na população neuronal. Observando a
equação (4.4) percebemos que esta sempre terá uma evolução temporal decrescente,
exceto se algum fator adicional for utilizado.

Nas equações (4.1), (4.2) e (4.4), o último termo representa o efeito da interação
com o agente quimioterápico. Nestes termos, a quimioterapia atua destruindo as
células com diferentes intensidades e de acordo com as funções de morte de Holling
tipo II (78). Holling descobriu que o predador tem uma resposta funcional Holling
II, levando em consideração o tempo que um predador toma para lidar com a presa
que capturou (79).

A equação (4.5) representa a dinâmica do agente quimioterápico, que apre-
senta um decaimento exponencial em sua concentração, conforme foi mostrado em
(4.8). O valor da taxa do agente ζ, nesta equação, está relacionado com a diminuição
do produto quimioterápico que é aplicado em função da barreira hematoencefálica,
que acaba evitando a entrada dos agentes quimioterápicos no cérebro.

Os termos ΨGG(t) [CS(t) + CR(t)], ΨSG(t)CS(t) e ΨRG(t)CR(t) das equações (4.1),
(4.2) e (4.3), respectivamente, representam as interações entre as células gliais
e as células do glioma, tanto as sensíveis quanto as resistentes ao tratamento
quimioterápico. Estes termos aparecem, uma vez que a microglia, considerada
a menor célula glial que constitui o sistema nervoso humano, apresenta elevado
poder fagocitário e atua na defesa imune ativa. Elas têm a capacidade de gerar
respostas imunes inatas e adaptativas (85). O glioma é atacado pela microglia e,
como resultado, as células do glioma descarregam o fator imune-supressor para se
defender, paralisando o mecanismo de efeitos imunes (86).

A novidade, em relação aos vários modelos propostos anteriormente (18, 24,
25, 66), foi a subdivisão da equação do glioma em duas novas equações (4.2) e (4.3).
Além disso, nestas duas novas equações foi inserido o termo uF[Q(t)]CS(t) para
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representar a concentração de células do glioma, que são sensíveis às drogas, mas
acabam sendo modificadas ou transformadas por processos de mutações em células
do glioma resistentes às drogas (51). Nestes termos, inserimos a função definida
em (4.6) para justificar o fato de que estes só serão levados em conta caso o agente
quimioterápico esteja sendo utilizado.

Nosso modelo, que enfatiza alguns dos modelos estudados anteriormente
em relação à interação entre glias-glioma-neurônios e a quimioterapia, considera
a possibilidade de mutação de gliomas sensíveis para gliomas resistentes aos
agentes quimioterápicos, sendo um primeiro passo para técnicas mais avançadas
de modelagem que tratam o tumor cerebral. Mostraremos que, quando leva-se
em consideração estas competições, influências e mutações, podemos ter impactos
relevantes nas pesquisas de tumores cerebrais e, principalmente, avanços nas
práticas clínicas.

No sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares, ainda não
normalizado, seus parâmetros, cujos valores estão descritos na Tabela 4.1, foram
coletados a partir de resultados experimentais "in vitro"e "in vivo", podendo variar
bastante de caso para caso. Com o objetivo de tornar o modelo mais geral, ele
foi normalizado. Dessa forma não precisamos nos preocupar com as unidades
de medida, além de diminuírmos custos computacionais desnecessários, devido, à
ordem de magnitude dos parâmetros originais.

Além disso, o modelo normalizado tem como objetivo facilitar as análises, uma
vez que fornece variáveis que representam a densidade relativa de uma população
de células em relação à densidade da massa do cérebro (K = 510kg.m−3). O modelo
normalizado também permite fazer análises comparativas.

4.2 Evolução do glioma sem considerar a resistência às
drogas

Nesta seção, vamos apresentar e descrever alguns resultados das análises a
partir das simulações numéricas realizadas sempre considerando que não ocorrem
as mutações do glioma, isto é, u = 0.

Inicialmente, na seção 4.2.1, vamos tratar exclusivamente do caso em que
ainda não será considerado a possibilidade do tratamento quimioterápico. Nas
seções 4.2.2 e 4.2.3 serão considerados os tratamentos quimioterápicos contínuo e
pulsado, respectivamente. As simulações realizadas nesta seção têm como objetivo
principal mostrar a validade do modelo (4.7) proposto, comparando com alguns
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resultados da bibliografia. Partindo condições iniciais g(0) = 0,99, cs(0) = 0,01, cr(0) =

0, n(0) = 0,99 e Q(0) = 0, fixadas em Iarosz et al. (18), resolvemos numericamente o
sistema (4.7), considerando u = 0.

4.2.1 Modelo sem o tratamento quimioterápico

Com o objetivo de simular o comportamento da evolução do glioma sem a
infusão de agentes quimioterápicos (Φ = 0) e que não ocorram as mutações (u = 0), ou
seja, que não ocorram transformações de gliomas sensíveis para gliomas resistentes
às drogas, obtemos a Figura 4.2. Nesta figura, tem-se a evolução temporal em (a)
dos agentes quimioterápicos, em (b) das células gliais, em (c) do glioma sensível e
em (d) dos neurônios.

Como não é realizado o tratamento quimioterápico, ocorre um aumento na
concentração de células do glioma sensível (Figura 4.2(c)) que atacam e matam
as células gliais, conforme mostra a Figura 4.2(b). Como os neurônios sofrem
influências diretas das células glias, não recebem os nutrientes necessários e também
acabam morrendo, conforme Figura 4.2(d). Portanto, com a evolução temporal, tanto
as células gliais quanto os neurônios sofrem redução na concentração inicial de
células a medida que a concentração de células do glioma aumentam. Observamos,
nas Figuras 4.2(b) e 4.2(d), que para t = 360 dias (linha vertical pontilhada em azul)
preservam-se aproximadamente 69% das células gliais e cerca de 54% dos neurônios.
Também se observa que para t = 540 dias (linha vertical pontilhada em vermelho)
preservam-se aproximadamente 25% das células gliais e cerca de 22% dos neurônios.
Em função da continuidade do crescimento logístico das células gliais, elas acabam
resistindo mais que os neurônios ao ataque do glioma. Sem quimioterapia, com o
passar do tempo, o resultado é o de que as células do glioma sensível vão matar
todas as células saudáveis (Figuras 4.2(b) e 4.2(d)), levando o indivíduo à morte.

4.2.2 Modelo com o tratamento quimioterápico contínuo

Simulamos agora a evolução temporal do modelo (4.7) e para tentar suprimir
o crescimento do glioma consideramos Φ = 100, mas ainda estamos considerando
que não ocorram as transformações do glioma sensível em resistente às drogas (18).
Na Figura 4.3 representamos a evolução temporal dos (a) agentes quimioterápicos,
(b) glias, (c) glioma sensível às drogas e (d) neurônios.

A Figura 4.3 exibe um caso no qual nosso modelo mostra um estado suprimido.
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Figura 4.2: Evolução temporal da concentração de (a) agentes quimioterápicos (Q(t)), (b)
células glais (g(t)), (c) glioma sensível (cs(t)) e (d) neurônios (n(t)). Em (b) e (d) as linhas
verticais pontilhadas em azul correspondem a 360 dias (um ano) e em vermelho, a 540 dias
(um ano e meio). Consideramos que g(0) = 0,99, cs(0) = 0,01, cr(0) = 0, n(0) = 0,99, Q(0) = 0,
não ocorre a infusão de quimioterápicos (Φ = 0) e que não ocorrem as mutações (u = 0).
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Fonte: O autor

Observamos que no intervalo t ∈ (0, 70), a concentração das células gliais diminui
(Figura 4.3(b)) devido ao ataque do glioma e à presença do agente quimioterápico,
assim como, para t > 65, temos que cs(t) reduz para a metade da quantidade
inicial (Figura 4.3(c)). A Figura 4.3(d) mostra que nos primeiros 50 dias ocorre
um rápido decaimento na concentração de neurônios em função do efeito do
agente quimioterápico e do decaimento das células gliais. Como as células gliais
recuperam o seu nível normal de concentração, em função do crescimento logístico,
acabam retardando o decaimento dos neurônios. Devido à citotoxidade, se o agente
quimioterápico não for suspenso, ele acabará matando todos os neurônios, uma vez
que nesse modelo não estamos considerando a neurogênese1 (87, 88).

Em função da citotoxidade dos agentes quimioterápicos, observamos nas
Figuras 4.3(b) e (d) que para t = 360 (linha vertical pontilhada em azul) g(t) = 0,995
e n(t) = 0,978. Também se observa que para t = 540 (linha vertical pontilhada
em vermelho) g(t) = 0,997 e n(t) = 0,976. A Figura 4.3(a) mostra um crescimento
rápido da concentração do agente quimioterápico no intervalo 0 < t < 54, sendo
0 <Q(t) < 499,99.

1É o processo de formação de novos neurônios no cérebro.
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Figura 4.3: Evolução temporal da concentração de (a) Q(t), (b) g(t), (c) cs(t) e (d) n(t). Em
(b) e (d) as linhas verticais pontilhadas em azul e vermelho representam 360 dias e 540 dias,
respectivamente. Consideramos que g(0) = 0,99, cs(0) = 0,01, cr(0) = 0, n(0) = 0,99, Q(0) = 0,
Φ = 100 e u = 0.
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4.2.3 Modelo com o tratamento quimioterápico pulsado

Estudamos agora o modelo (4.7), seguindo um dos mais tradicionais protoco-
los de tratamentos, definido em (18, 25, 77). Esse protocolo consiste em 5 dias com a
infusão de quimioterápicos, com 23 dias sem a administração destes medicamentos;
a pausa, como se sabe, tem o objetivo de recuperação do indivíduo. Aqui também
consideramos que não ocorrem as mutações de gliomas sensíveis para resistentes às
drogas.

Nas práticas clínicas no caso do glioma, geralmente após a radioterapia, as
drogas da quimioterapia pulsada são administradas conforme padrão mostrado na
Figura 4.4, em vermelho, em que ∆t1 = 5 dias é inserindo Φ = 400 mg(m2 dia)−1 de
medicamentos, ficando ∆t2 = 23 dias sem tratamento. Na mesma Figura 4.4, em
preto, mostramos a evolução temporal da concentração de quimioterápicos q(t).

As Figuras 4.5(b), 4.5(c) e 4.5(d) exibem a evolução temporal da concentração
de células gliais, células do glioma e neurônios, respectivamente. Observamos na
Figura 4.5(b), que não ocorre uma redução relevante na concentração de células
gliais, mas a concentração de células do glioma está se aproximando de um estado
suprimido (Figura 4.5(c)) a partir de t = 360 dias. Como foi observado na Figura
4.3(d), aqui também ocorre uma redução pequena na concentração de neurônios
(Figura 4.5(d)), apesar de ser muito rápida nos primeiros 100 dias.
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Figura 4.4: Em vermelho representamos o protocolo da infusão pulsada de quimioterápicos,
onde ∆1 = 5 dias, com Φ = 400 e ∆2 = 23 dias, com a interrupção total do tratamento e em
preto representamos a evolução temporal de q(t).
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Fonte: O autor

Devido à citotoxidade das drogas e das interações com o glioma, observamos
nas Figuras 4.5(b) e (d), que para t = 360 dias (linha vertical pontilhada em azul)
g(t) = 0,992 e n(t) = 0,979 e para t = 540 dias (linha vertical pontilhada em vermelho)
g(t) = 0,996 e n(t) = 0,977. O aumento natural na concentração de células gliais é
devido ao crescimento logístico.

Podemos concluir que após 750 dias com a infusão contínua de quimioterápi-
cos (Figura 4.3) observamos g(t) = 0,998 e n(t) = 0,973 e com a infusão pulsada (Figura
4.5) temos g(t) = 0,997 e n(t) = 0,974, resultados estes muito próximos. Isso mostra
que para a obtenção de resultados próximos das concentrações de glias e neurônios,
nos dois tipos de tratamentos, devemos aumentar consideravelmente a dose de
quimioterápicos no tratamento pulsado. No tratamento pulsado, as interrupções
periódicas podem ser consideradas benéficas para o indivíduo, pois reduzem os
efeitos da citotoxidade das drogas, mesmo com a aplicação de doses mais elevadas.

4.3 Evolução do glioma considerando a resistências às
drogas

Nesta seção, analisamos o modelo normalizado (4.7) para u, 0, isto é, ocorrem
as mutações de gliomas sensíveis para gliomas resistentes às drogas (39, 51). São
fixados g(0) = 1, cs(0) = 0,01, cr(0) = 0, n(0) = 1 e Q(0) = 0. Dessa forma, a concentração
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Figura 4.5: Representação da evolução temporal, após o tratamento pulsado (5× 23, com
∆1 = 400), da concentração de (b) g(t), (c) cs(t) e (d) n(t). Em (b) e (d) a linha vertical pontilhada
em azul corresponde a 360 dias e em vermelho a 540 dias. Consideramos que g(0) = 0,99,
cs(0) = 0,01, cr(0) = 0, n(0) = 0,99, Q(0) = 0 e u = 0.
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inicial de células gliais e neurônios é a máxima permitida. Importante lembrar que os
parâmetros do modelo são fixados de acordo com dados nas Tabelas 4.1 e 4.2, exceto
o que representa a taxa de proliferação PR, na qual pretendemos testar alterações
com o objetivo de realizar estudos para a obtenção de situações, em que o glioma
possa ser suprimido ou que, pelo menos, seja aumentada a sobrevida do indivíduo.

4.3.1 Tratamento contínuo

No tratamento quimioterápico contínuo, a droga anticâncer é administrada
sem pausas (89). Nos tumores malignos, geralmente após a radioterapia, ocorre a
infusão contínua de medicamentos e muitas pesquisas mostram que esta combinação
leva à redução destes tumores (48, 90). Sendo assim, consideramos a quimioterapia
contínua como uma das formas de eliminar as células do glioma.

Utilizando o tratamento quimioterápico contínuo (48, 89), simulamos a con-
centração de células gliais, gliomas sensíveis e resistentes às drogas e neurônios que
resistem após 750 dias. Inicialmente, para justificar a escolha do valor da taxa de
mutação u e a quantidade do quimioterápico Φ, realizamos as análises em duas
etapas. Na primeira etapa fixamos u e variamos Φ e PR (Figura 4.6) e na segunda
etapa variamos u e PR e fixamos Φ (Figura 4.7).

A Figura 4.6 representa a evolução temporal do sistema (4.7) quando a taxa
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de mutação de cs(t) para cr(t) é u = 10−3 e PR = 0,012 em (a) g(t), (b) n(t), (c) cs(t) e (d)
cr(t) e PR = 0,006 em (e) g(t), (f) n(t), (g) cs(t) e (h) cr(t). Consideramos Φ = 100 (linha
preta), Φ = 150 (linha laranja) e Φ = 200 (linha verde). Além disso, em (a), (b), (e) e
(f) as linhas verticais pontilhadas em azul correspondem a t = 360 dias e as linhas
verticais pontilhadas em vermelho correspondem a t = 540 dias.

Figura 4.6: Representação da evolução temporal da concentração de g(t) em (a) e (e), n(t) em
(b) e (f), cs(t) em (c) e (g) e cr(t) em (d) e (h) e PR = 0,012 em (a), (b), (c) e (d) e PR = 0,006 em (e),
(f), (g) e (h), com u = 10−3 . Φ = 100 corresponde a linha preta, Φ = 150 a linha laranja e Φ = 200
a linha verde. Em (a), (b), (e) e (f) as linhas verticais pontilhadas em azul correspondem a
t = 360 dias e as linhas verticais pontilhadas em vermelho correspondem a t = 540 dias.
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Observando a Figura 4.6, verifica-se que se fixarmos a taxa de mutação à
medida que aumentamos a infusão de quimioterápicos, a concentração de glioma
sensível e resistente às drogas diminuem e, em contrapartida, a concentração de
células gliais e de neurônios aumentam, mesmo com os efeitos citotóxicos. Esse
fato é importante para o indivíduo, uma vez que aumenta a sua sobrevida, além de
comprovar o fato de que qualquer aumento na concentração de gliomas, em função
da resistência às drogas, não é benéfico durante o tratamento (39, 41, 51). Outro
importante fato observado, nesta mesma figura, é que diminuindo PR, ou seja, que
o organismo por algum motivo reduza a taxa de proliferação do glioma resistente às
drogas, para um mesmo valor de Φ, ocorre um aumento significativo na concentração
de células gliais e de neurônios. Por exemplo, isso pode ser observado nas Figuras
4.6(a) e 4.6(b) (4.6(e) e 4.6(f)), que para Φ = 100 após 360 dias (linha vertical pontilhada
em azul), se PR = 0,012, então g(t) = 0,977 e n(t) = 0,952, mas se PR = 0,006, então
g(t) = 0,992 e n(t) = 0,978. E após 540 dias (linha vertical pontilhada em vermelho), se
PR = 0,012 o g(t) = 0,891 e o n(t) = 0,799, mas se PR = 0,006, g(t) = 0,988 e n(t) = 0,968.
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Portanto, analisando a Figura 4.6(h) verificamos que a concentração de células
do glioma resistente às drogas, nos primeiros 750 dias, é bem menor que a obtida
na Figura 4.6(d). Assim, caso sejam criados mecanismos que reduzam o valor de
PR, existe a possibilidade da cura do câncer, de melhores resultados clínicos ou de
um aumento significativo na sobrevida dos indivíduos em tratamento. Conforme
os valores de Φ e PR, o indivíduo terá, no máximo, um aumento na sobrevida, mas
nunca a cura do câncer. O que mais uma vez comprova a necessidade de alterações
nestes parâmetros para a busca de melhores resultados clínicos.

De modo a ilustrar que a quantidade de Φ é fixa e que u e PR variam, a Figura
4.7 apresenta a evolução temporal da concentração de (a) g(t), (b) n(t), (c) cs(t) e (d)
cr(t) com PR = 0,012 e (e) g(t), (f) n(t), (g) cs(t) e (h) cr(t) com PR = 0,006. Em (a), (b),
(e) e (h) as linhas verticais pontilhadas em azul e vermelho correspondem a t = 360
dias e t = 540 dias, respectivamente. Utilizamos Φ = 200 e u = 0 na linha laranja,
u = 10−3 na linha verde e u = 10−2 na linha preta.

Figura 4.7: Evolução temporal da concentração de (a) g(t), (b) n(t), (c) cs(t) e (d) cr(t) com
PR = 0,012 e (e) g(t), (f) n(t), (g) cs(t) e (h) cr(t) com PR = 0,006. O Φ = 200 e u = 0 (linha
laranja), u = 10−3 (linha verde) e u = 10−2 (linha preta). Em (a), (b), (e) e (h) as linhas verticais
pontilhadas em azul e vermelho correspondem a t = 360 dias e t = 540 dias, respectivamente.
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Ao compararmos os resultados obtidos na Figura 4.7, verificamos que fixando
Φ e PR e aumentando os valores da taxa de mutação, ocorre uma redução na
concentração de células gliais (Figuras 4.7(a) e (e)) e de neurônios (Figuras 4.7(b)
e (f)), isso pode ser explicado, pois com o aumento de u ocorre uma redução na
concentração de gliomas sensíveis (Figuras 4.7(c) e (g)), ao mesmo tempo em que
ocorre um aumento na concentração do glioma resistente às drogas (Figuras 4.7(d)
e (h)).
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Observamos nas Figuras 4.7(a) e (b) (Figuras 4.7(e) e (f)) que para Φ = 200 e
em t = 360 dias:

• se u = 0 temos g(t) = 0,996 e n(t) = 0,981 (g(t) = 0,996 e n(t) = 0,981);

• se u = 10−3 temos g(t) = 0,985 e n(t) = 0,963 (g(t) = 0,994 e n(t) = 0,979);

• se u = 10−2 temos g(t) = 0,915 e n(t) = 0,836 (g(t) = 0,979 e n(t) = 0,951).

e em t = 540 dias:

• se u = 0 temos g(t) = 0,996 e n(t)0,977 (g(t) = 0,996 e n(t) = 0,977);

• se u = 10−3 temos g(t) = 0,934 e n(t) = 0,865 (g(t) = 0,992 e n(t) = 0,971);

• se u = 10−2 temos g(t) = 0,635 e n(t) = 0,475 (g(t) = 0,956 e n(t) = 0,911).

Conforme resultados, o agente quimioterápico mata as células gliais, os
neurônios e as células sensíveis do glioma. Para u = 0, não há glioma resistente
e, como consequência, o tumor maligno é suprimido. No entanto, conforme Figura
4.7(f), n diminui de 1 para 0,981 para t = 360 dias (12 meses) (linha vertical pontilhada
azul) e a 0,977 para t = 540 dias (18 meses) (linha vertical pontilhada vermelha). As
células gliais são mortas em função do glioma e da quimioterapia, mas exibem um
crescimento logístico e saturação. Para u = 10−3, n se reduz a 0,979 e 0,971 quando
t = 360 e t = 540 dias, respectivamente. Considerando u = 10−2, observamos n = 0,951
para t = 360 dias, e n = 0,911 para t = 540 dias. Além disso, independente da taxa de
mutação as células sensíveis do glioma são totalmente eliminadas em até 150 dias.
Dessa forma a variação de u = 10−3 para u = 10−2, no caso das glias, após 360 dias,
ocasiona um decréscimo de 7,7% e, após 540 dias, um decréscimo de 47,1%. Para os
neurônios, após 360 dias, ocasiona uma redução de 15,2% e, após 540 dias, a redução
é de 82,1%.

Ao compararmos os resultados observados na Figura 4.7, percebemos que
se for possível reduzir o PR teremos um aumento significativo na sobrevida dos
indivíduos com tumores cancerígenos. Percebemos que, quando fixamos a infusão
de quimioterápicos à medida que aumentamos a taxa de mutação, a concentração de
glioma resistente às drogas aumenta, e em contrapartida a concentração de células
gliais e de neurônios diminui. A redução da concentração de neurônios é menor
caso sejam criados mecanismos para a diminuir o valor de PR. Esses fatos mostram a
influência negativa de Φ, u e PR nos tratamentos uma vez que estaremos diminuindo
a sua sobrevida. Podemos frisar novamente que estudos e pesquisas no sentido
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de melhorar os efeitos dos quimioterápicos sem aumentar a resistência devem ser
motivados, uma vez que serão benéficos nos tratamentos dos indivíduos.

A questão agora é saber o que acontece para outros valores da taxa u. A Figura
4.8, mostra os valores das simulações realizadas para Φ = 200 e PR = 0,012, variando
u. Em (a) consideramos t = 360 dias e (b) t = 540 dias.

Figura 4.8: Representação de g(t) (coluna azul), n(t) (coluna vermelha) e cr(t) (coluna
amarela), para (a) t = 360 dias e (b) t = 540 dias, com a infusão de Φ = 200 do agente
quimioterápico e o valor da taxa de mutação u sendo 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 10−2 e 10−1.
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Na Figura 4.8 observamos que para valores menores ou iguais a 10−4, as
variações nas concentrações são pequenas, tanto nas glias (coluna azul) quanto nos
neurônios (coluna vermelha). As maiores variações nas concentrações das glias e
dos neurônios são visíveis a partir da taxa 10−3, quando ocorre um aumento na
concentração do glioma resistente às drogas (coluna amarela).

Portanto, aumentando u ocorre um aumento da quantidade de células do
glioma resistentes às drogas (coluna amarela), o que ocasiona uma diminuição na
concentração das células gliais (coluna azul) e dos neurônios (coluna vermelha), ou
seja, a morte das células consideradas importantes para que um indivíduo tenha
maior sobrevida. Também é possível observar (Figura 4.7) que nos primeiros 100
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dias de tratamento contínuo, mesmo com valores diferentes da taxa de mutação u, as
soluções que representam a evolução temporal das glias e neurônios se comportam
de forma muito semelhante.

Vamos agora analisar os resultados obtidos no modelo em estudo quando
variamos u e Φ simultaneamente. Para as nossas análises, organizamos um espaço de
parâmetro Φ×u (Figura 4.9) com o intuito de obter resultados no intervalo contínuo,
com Φ variando de 0 a 200 e u variando de 0 até 0,01. Nosso objetivo aqui é identificar
regiões em que ocorre a redução na concentração de células do glioma.

A Figura 4.9 representa o espaço de parâmetros Φ×u, sendo que a barra de
cores representa os valores de τ, que indica o tempo transcorrido em dias até que
a concentração de neurônios seja reduzida a exatamente 90% da quantidade inicial
no indivíduo em tratamento (91). Em (a) PR = 0,002, (b) PR = 0,006 e (c) PR = 0,012.
No gráfico, a região azul corresponde a τ maior que 700 dias. Nas regiões laranja,
preta e vermelha, os valores de τ são de aproximadamente 650, 500 e 350 dias,
respectivamente. Os valores τ inferiores a 300 dias estão na região verde.

Figura 4.9: τ (barra de cores) como uma função de Φ×u para (a) PR = 0,002, (b) PR = 0,006 e
(c) PR = 0,012.
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A figura 4.9(a), para PR = 0,002 é separada em quatro regiões denotadas por
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I, II, III e IV. Na

• Região I: cs(t) < 0,01 e cr(t) < 0,01, ou seja, quando n = 0,9, os gliomas sensíveis
e resistentes têm concentrações menores que as suas concentrações iniciais.
Podemos afirmar que a região I é onde o câncer está sendo suprimido.

• Região II: cs(t) < 0,01 e cr(t) > 0,01 mostra que apenas o glioma sensível é
suprimido.

• Região III: cs(t) > 0,01 e cr(t) < 0,01, o glioma sensível cresce. Isso ocorre, uma
vez que o Φ e u tem valores pequenos.

• Região IV: cs(t) > 0,01 e cr(t) > 0,01, tanto o glioma sensível quanto o resistente
têm uma concentração maior que a sua concentração inicial.

Para PR = 0,006 e Φ ≤ 200 (Figura 4.9(b)), o espaço de parâmetros também
foi separada em regiões, porém não aparece a região I. Com o aumento da taxa
de proliferação, observamos nesta figura que a região de supressão do câncer
desaparece. Na Figura 4.9(c), com PR = 0,012, só aparecem as regiões II e IV, ou seja,
regiões em que cr(t) > 0,01, indica um crescimento acentuado da concentração do
glioma resistentes às drogas. Comparando (a), (b) e (c) da Figura 4.9, novamente fica
claro que a possibilidade de redução da taxa de proliferação do glioma resistente
é altamente benéfico para o indivíduo em tratamento cancerígeno, uma vez que
surgem regiões que mostram a possibilidade de supressão do tumor. Esse fato
confirma a importância de estudos no sentido de tornar, pelo menos, o valor de
PR < 0,012.

Na barra de cores da Figura 4.9(c), observamos que é na região para τ >
600, com os valores de u < 0,001 e Φ > 45, que se obtêm os melhores resultados.
Observamos também que, para valores de u próximos de 0,01, independente do
valor de Φ, o máximo que τ atinge é de 300 a 360 dias. Dessa forma, a expectativa
de vida, em intervalos próximos de u = 0,01, fica limitada a valores de no máximo
um ano.

Podemos concluir a partir do que se observa na Figura 4.9 que, para atingir o
τ desejado, com uma expectativa de no mínimo 700 dias de vida, devemos reduzir a
taxa de mutação para valores entre 0 < u ≤ 0,001, fazer a infusão de quimioterápicos
entre 50<Φ≤ 200 mg.(m2 dias)−1 e considerar os valores de PR < 0,012. Obviamente,
se não for considerada a citotoxidade e os possíveis efeitos colaterais, se utilizarmos
valores de Φ > 200, os resultados esperados serão melhores que os observados aqui.

Surge, no entanto, uma dúvida: "Será que a redução de u para valores próximos
de zero e o aumento de Φ para valores maiores do que 200 é o que poderia ser considerado
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ideal?". Para responder a esta pergunta organizamos a Figura 4.10 para analisar
quais são as alterações sofridas quando relacionamos τ com uma função de Φ para
diferentes valores de u. A Figura 4.10 representa as funções de τ, para atingir n = 0,9,
dependentes de Φ, para os valores de u = 0 (linha laranja), u = 10−3 (linha verde) e
u = 10−2 (linha preta), em (a) PR = 0,012, (b) PR = 0,006 e (c) PR = 0,002. A linha
vertical pontilhada vermelha delimita os valores de τ quando Φ = 200.

Figura 4.10: Representação da função τ por Φ, com u = 0 (linha laranja), u = 10−3 (linha
verde) e u = 10−2 (linha preta), em (a) PR = 0,012, (b) PR = 0,006 e (c) PR = 0,002. O Φ = 200
está representado pela linha vertical pontilhada vermelha.

10
2

10
3

10
4

 τ

u = 0

u = 10
-3

u = 10
-2

10
2

10
3

10
4

τ

0 100 200 300 400

Φ

10
2

10
3

10
4

τ

(a)

(b)

(c)

Fonte: O autor

Observamos na Figura 4.10 que a partir do Φ = 50 ocorre uma estabilização
(ou saturação) independente dos valores de u e de PR utilizados. Se a taxa de infusão
for Φ = 200, conforme Figura 4.10(a), o tempo τ para se atingir 90% da concentração
inicial de neurônios é 3926, 502 e 300 dias para u = 0 (linha laranja), u = 10−3 (linha
verde) e u = 10−2 (linha preta), respectivamente. Se a taxa de infusão for aumentada
para Φ = 400 o tempo τ é 1807, 528 e 328 dias para u = 0, u = 10−3 e u = 10−2,
respectivamente.

Na Figura 4.10(b) para Φ = 200 e u = 0 (linha laranja), τ é igual a 3926 dias.
Obtemos τ igual a 1036 e 573 dias para o mesmo Φ e u = 10−3 (linha verde) e u = 10−2

(linha preta), respectivamente. Se a taxa de infusão for aumentada para Φ = 400, o
tempo τ é 1807, 1037 e 618 dias para u = 0, u = 10−3 e u = 10−2, respectivamente. Na
Figura 4.10(c), para Φ = 200, temos τ igual a 3926, 3672 e 2910 dias, quando u = 0
(linha laranja), u = 10−3 (linha verde) e u = 10−2 (linha preta), respectivamente. Se a
taxa de infusão for dobrada para Φ = 400, o tempo τ se modifica para 1867 dias, para
u = 0 e 1782 e 1595 dias para u = 10−3 e u = 10−2, respectivamente.
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Assim, quando u = 0, dobrando-se o valor de Φ, ocorre uma grande redução no
valor de τ, que pode ser explicado em função da citotoxidade das drogas utilizadas
e também pelo fato de não estarmos considerando a neurogênese. Além disso, para
u , 0 e PR = 0,012, mesmo dobrando o Φ, o que ocasiona um aumento dos efeitos
colaterais, para os mesmos valores de u, obtemos um aumento de cerca de 30 dias
no τ.

Comparando os resultados observados, em (a), (b) e (c) da Figura 4.10, temos
que, quando Φ = 200 e PR = 0,012 se reduz a PR = 0,002, então τ = 502 aumenta
para τ = 3672 dias, quando u = 10−3 e passa de τ = 300 para τ = 2910 dias quando
u = 10−2. Fica evidente que se for possível reduzir o valor de PR, teremos um aumento
significativo de τ, influenciando positivamente a qualidade de vida do indivíduo
(91). Também é possível perceber que u tem um importante efeito sobre τ. Se o valor
de Φ aumentar não significa necessariamente que o valor de τ também aumentará.
Observamos que o maior valor de τ é obtido para valores de Φ próximos de 50.

Portanto, a Figura 4.10 mostra que mesmo dobrando a quantidade de
quimioterápicos, não ocorre um aumento considerável da sobrevida do indivíduo.
De acordo com as condições iniciais fixadas, observamos que um tratamento pode
ser considerado ideal se o u < 10−3 e Φ ficar próximo de 50, isto é, efeitos citotóxicos
menores.

4.3.2 Tratamento pulsado

A quimioterapia pulsada se caracteriza pelo uso de protocolos intermitentes
de agentes quimioterápicos para tratar doenças (92). Muitos pesquisadores realizam
vários tipos de tratamentos com diferentes protocolos para eliminar as células
cancerígenas. Na bibliografia da área é possível encontrar resultados baseados em
estudos teóricos (32,93) e experimentais (94). Um dos protocolos pulsados utilizados
nesta tese está ilustrado na Figura 4.11(a), onde ∆t1 e ∆t2 correspondem aos intervalos
de tempo, em dias, com e sem quimioterapia, respectivamente. A figura 4.11(b)
mostra a evolução temporal de q(t). Observamos um crescimento exponencial de
q(t) durante a aplicação do medicamento e um decaimento exponencial após sua
aplicação (conforme equação (4.8)).

Nesta seção analisamos alguns protocolos tradicionais da bibliografia para
o tratamento quimioterápico pulsado do glioma. Além disso, na busca do ideal,
testaremos um novo protocolo para confrontar seus resultados com os protocolos
tradicionais. Um protocolo pode ser considerado ideal se for aquele que, pelo
menos, prolongue o número de dias que o indivíduo permanece com pelo menos
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Figura 4.11: (a) Protocolo intermitente da quimioterapia pulsada, onde ∆t1 = 7 dias e ∆t2 = 21
dias representam os intervalos de tempo com e sem quimioterapia, respectivamente (7×21).
(b) Evolução temporal de q(t).
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90% dos seus neurônios preservados, garantindo assim sobrevida com qualidade
(2, 25, 76, 77, 87, 91, 95).

Segundo Correia (95) e Oliveira (96), sempre que o tumor cancerígeno estiver
localizado e for possível sua ressecação, o indivíduo deve ser submetido a uma
cirurgia visando à sua remoção total ou parcial. Em seguida, o indivíduo deve
ser submetido à radioterapia junto com a quimioterapia, utilizando geralmente um
quimioterápico chamado temozolomida2 isoladamente ou então associado a outras
drogas. Após a radioterapia, geralmente, os indivíduos recebem temozolomida por
mais seis meses. Nos casos em que é impossível a realização da cirurgia, a temozolo-
mida também pode ser usada junto com a radioterapia. Nos indivíduos recidivados,
que já tenham feito radioterapia no passado, recomenda-se a temozolomida como
agente isolado em cinco dias consecutivos a cada vinte e oito dias (97), sendo este
um dos protocolos mais utilizados nas práticas clínicas (25, 76, 77, 87, 95). Pesquisas
mostram que a utilização de temozolomida junto com a radioterapia, em doses de

2Temozolomida: é uma substância ativa, indicada no tratamento de pacientes com Glioblastoma
multiforme recém-diagnosticado concomitantemente à radioterapia e em adjuvância posterior.
Bula: https://consultaremedios.com.br/temozolomida/pa#bula
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75 mg/m2 diariamente, seguido do seu uso adjuvante por mais 6 ciclos de 150 a
200 mg/m2 de 5 dias a cada 28 dias, aumentam significativamente a sobrevida dos
indivíduos se comparada à radioterapia exclusiva (76, 95, 98, 99).

Analisamos as soluções numéricas do modelo matemático (4.7), fixando o
valor de u em 10−3 ou 10−2, alterando PR e utilizando alguns protocolos tradicionais
de (77, 96). Também testamos o protocolo de 7× 21 utilizando Φ = 200. Nosso
objetivo é o de obter poucos efeitos colaterais e a maximização da sobrevida para
um indivíduo em tratamento.

A Figura 4.12 mostra a concentração de neurônios para (a) t = 360 dias e (b)
t = 540 dias com PR = 0,012. Para u = 10−3 e u = 10−2 representamos os protocolos
de (77):

• 7×7 com Φ = 150 mg/m2 (coluna amarela);

• 7×21 com Φ = 200 mg/m2 (coluna vermelha);

• 21×7 com Φ = 75 mg/m2 (coluna azul);

• 5×23 com Φ = 200 mg/m2 (coluna marrom).

Todos os protocolos utilizados totalizam 28 dias de tratamento. A linha pontilhada
preta em (a) representa n(t) = 0,9.

Uma vez que o protocolo de tratamento é definido de acordo com as
necessidades e características do indivíduo, podemos afirmar, a partir do que se
observa na linha horizontal pontilhada preta da Figura 4.12(a), que após 360 dias,
apenas os protocolos 7×7, 7×21 e 21×7 preservam valores de n(t) ≥ 0,9.

A Figura 4.13, com PR = 0,002 representa as soluções (a) g(t), (b) n(t), (c) cs(t) e
(d) cr(t) para u = 10−3 e (e) g(t), (f) n(t), (g) cs(t) e (h) cr(t) para u = 10−2. Consideramos
5×23 (linha preta) com Φ = 200, 21×7 (linha verde) com Φ = 75, 7×21 (linha laranja)
com Φ = 200 e 7×7 (linha violeta) com Φ = 150. As linhas verticais pontilhadas em
azul, em (a), (b), (e) e (f) correspondem a t = 360 dias e as linhas pontilhadas em
vermelho, em (a), (b), (e) e (f) correspondem a t = 540 dias. Em (b) e (f) a linha
pontilhada horizontal preta representa n(t) = 0,9.

A linha vertical pontilhada vermelha, da Figura 4.13(b), representa a concen-
tração de neurônios preservados até os primeiros 540 dias com u = 10−3. n(t) tem
valores iguais a 0,9094, 0,9661, 0,9621 e 0,9740 para os protocolos 5×23, 21×7, 7×21
e 7× 7, respectivamente. Na linha vertical pontilhada vermelha, da Figura 4.13(f),
quando u = 10−2, observa-se que n(t) = 0,9362 para o protocolo 5×23, n(t) = 0,9542
para 21×7, n(t) = 0,9512 para 7×21 e n(t) = 9603 para o protocolo 7×7.



81

Figura 4.12: Representação da concentração de neurônios em (a) após 360 dias e em (b)
após 540 dias com PR = 0,012. Para u = 10−3 e u = 10−2 representamos os protocolos de 7×7
(coluna amarela) com Φ = 150, 7× 21 (coluna vermelha) com Φ = 200, 21× 7 (coluna azul)
com Φ = 75 e 5×23 (coluna marrom) com Φ = 200.
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Portanto, comparando as Figuras 4.12 e 4.13 percebemos que o problema da
baixa concentração de neurônios (4.12) acaba sendo resolvido (4.13(f)) se o valor de
PR vai de 0,012 para 0,002. Os resultados observados mostram que a redução de PR,
no protocolo 5×23, ocasiona um aumento de 44,16%, na concentração de neurônios e
no protocolo de 7×21 um aumento de 35,30%. Novamente, se observa que, caso seja
possível a redução de PR, conforme Figuras 4.13(b) e (f), muitos problemas podem
ser resolvidos pelo menos até os primeiros 540 dias de tratamento.

A pergunta agora é a seguinte: "No tratamento quimioterápico pulsado será que
é possível obter um protocolo que poderia ser considerado o ideal para um indivíduo em
tratamento?"

A Figura 4.14 mostra a concentração de neurônios em (a) e (b) após 360 dias e
em (c) e (d) após 540 dias, para os protocolos 5×23 em (a) e (c) e 7×21 em (b) e (d).
Consideramos Φ = 200, u = 0, u = 10−3 e u = 10−3, onde a coluna amarela representa
PR = 0,012, a coluna vermelha PR = 0,006 e a coluna azul PR = 0,002. Observamos
na Figura 4.14(b), para t = 360 dias e PR = 0,012 (coluna amarela), que n = 0,9645,
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Figura 4.13: Com PR = 0,002, representação das soluções (a) g(t), (b) n(t), (c) cs(t) e (d) cr(t)
para u = 10−3 e (e) g(t), (f) n(t), (g) cs(t) e (h) cr(t) para u = 10−2. Protocolos de 5× 23 (linha
preta) com Φ = 200, 21× 7 (linha verde) com Φ = 75, 7× 21 (linha laranja) com Φ = 200 e
7×7 (linha violeta) com Φ = 150. Em (a), (b), (e) e (f) as linhas verticais pontilhadas em azul
correspondem a t = 360 dias e as linhas verticais pontilhadas em vermelho correspondem a
t = 540 dias. Em (b) e (f) a linha pontilhada horizontal preta representa n(t) = 0,9.
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n = 0,9185 e n = 0,7311 para u = 0, u = 10−3 e u = 10−2, respectivamente. Para o
mesmo PR, quando t = 540 dias, Figura 4.14(d) (coluna amarela), n = 0,9635 para
u = 0, n = 0,7111 para u = 10−3 e n = 0,3377 para u = 10−2. Na Figura 4.14(b), para
t = 360 dias e PR = 0,002 (coluna azul), temos que n = 0,964 para u = 0, n = 0,9634
para u = 10−3 e n = 0,956 para u = 10−2. Na Figura 4.14(d), quando t = 540 dias
(coluna azul), n = 0,963, n = 0,9621 e n = 0,9512 para u = 0, u = 10−3 e u = 10−2,
respectivamente.

Observando a Figura 4.14, verificamos que a redução de PR é altamente
benéfica no tratamento do glioma, pois ocorre um aumento de aproximadamente
35%, na concentração de neurônios para u = 10−3 após 540 dias. Outro fato
importante é que o protocolo que estamos propondo (7× 21) mostra ser melhor
que o protocolo tradicional, uma vez que garante maior sobrevida para indivíduos
em tratamento. Isso pode ser observado nas Figuras 4.14(c) e (d) para u = 10−3:

• PR = 0,012 (coluna amarela) no protocolo 5× 23, n(t) = 0,6309 e no protocolo
7×21, n(t) = 0,7111, ou seja, um aumento de 13%.

• PR = 0,002 (coluna azul) no protocolo 5×23, n(t) = 0,9094 e no protocolo 7×21,
n(t) = 0,9621, ou seja, um acréscimo de 6%.

Também é possível verificar, que para o protocolo 5×23, a redução de PR produz um



83

Figura 4.14: Concentração de neurônios em (a) e (b) após 360 dias e em (c) e (d) após 540
dias para os protocolos 5×23 em (a) e (c) e 7×21 em (b) e (d). Consideramos u = 0, u = 10−3,
u = 10−3, Φ = 200, PR = 0,012 (coluna amarela), PR = 0,006 (coluna vermelha) e PR = 0,002
(coluna azul).

 0,2

 0,4

 0,6

 0,8

 1

360 dias

n
(t

),
 5

x
2

3

 0,2

 0,4

 0,6

 0,8

 1

n
(t

),
 7

x
2

1

 0,2

 0,4

 0,6

 0,8

 1

0 10
−3

10
−2

540 dias

n
(t

),
 5

x
2

3

u

 0,2

 0,4

 0,6

 0,8

 1

0 10
−3

10
−2

n
(t

),
 7

x
2

1

u

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: O autor

acréscimo de aproximadamente 44%, na concentração de neurônios e no protocolo
de 7×21 esse aumento é de 35%.

Nos protocolos pulsados, os valores de n(t) são sempre menores do que os
resultados encontrados na quimioterapia contínua para os mesmos valores de Φ =

200 e PR. Os dois tipos de tratamentos só se tornam equivalentes caso seja utilizado
no tratamento pulsado uma dose maior do quimioterápico.

Como sabemos existem vários tipos de protocolos pulsados de tratamentos
quimioterápicos que devem ser utilizados em função das particularidades de cada
indivíduo. Com isto em mente, vamos agora analisar os efeitos da resistência às
drogas em diferentes protocolos quimioterápicos, variando o número de dias com
e sem a infusão de drogas. Com este objetivo, organizamos o mapa de cores das
Figuras 4.15 e 4.16 com Φ = 75 e Φ = 200, respectivamente. Esses mapas exibem τ

(barra de cores) como uma função de ∆t2×∆t1 para (a) u = 0, (b) u = 10−3 e (c) u = 10−2

com PR = 0,012 e em (d) u = 0, (e) u = 10−3 e (f) u = 10−2 com PR = 0,002. Em seguida,
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de forma semelhante aos procedimentos realizados na Figura 4.9, organizamos os
resultados obtidos dividindo os mapas nas regiões I, II, III e IV, que indicam onde o
glioma pode ser suprimido e onde o indivíduo ainda necessita dar continuidade no
tratamento.

Na Figura 4.15 mostramos a simulação de protocolos pulsados. O valor de
τ (barra de cores) representa o ponto onde n(t) = 0,9. Na Figura 4.15(e) vemos a
existência das quatro regiões, onde a região IV, que está entre as regiões II e III,
por ser muito pequena não aparece. Para u = 10−2, existe apenas a região II, como
mostrada na Figura 4.15(f). A região I é maior para u = 10−3 (Figura 4.15(e)) do
que para u = 10−2 (Figura 4.15(f)). Portanto, o aumento de u provoca a redução da
região I e o aumento da região II, isto é, o número de protocolos de tratamentos
que controlam o crescimento das células do glioma sensíveis e resistentes acabam
diminuindo. Observamos que para u = 10−3 (Figuras 4.15 (b) e (e)), a redução de PR

faz surgir a região I (cs(t) < 0,01 e cr(t) < 0,01), ou seja, ocorre a supressão do câncer.

Figura 4.15: Valores de τ (barra de cores) como uma função de ∆t2 ×∆t1 e Φ = 75. Em (a)
u = 0, (b) u = 10−3 e (c) u = 10−2 o PR = 0,012 e em (d) u = 0, (e) u = 10−3 e (f) u = 10−2 o
PR = 0,002.
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A Figura 4.16 exibe os protocolos para u = 10−3 (Figuras 4.16(b) e (e)) e u = 10−2

(Figuras 4.16(c) e (f)). A redução de PR faz surgir a região I de supressão do câncer.
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Na Figura 4.16(e) verificamos a existência das regiões I, II e III. Para u = 10−2, existem
apenas as regiões I e II, como mostrado na Figura 4.16(f). A região I é maior para
u = 10−3 (Figura 4.16(e)) do que para u = 10−2 (Figura 4.16(f)). Portanto, para um
mesmo PR, o aumento de u, provoca a redução da região I e o aumento da região
II, isto é, o número de protocolos de tratamentos que controlam o crescimento das
células do glioma sensíveis e resistentes acabam diminuindo.

Figura 4.16: Valores de τ (barra de cores) como uma função de ∆t2×∆t1 e Φ = 200. Em (a)
u = 0, (b) u = 10−3 e (c) u = 10−2 o PR = 0,012 e em (d) u = 0, (e) u = 10−3 e (f) u = 10−2 o
PR = 0,002.
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Também podemos concluir, a partir das Figuras 4.15 e 4.16, que:

• todos os protocolos onde ∆t1 >∆t2 podem ser considerados comparativamente
melhores, independentemente dos valores de PR, Φ e u;

• comparando os resultados temos que o aumento de u reduz a expectativa de
vida do indivíduo, ou seja, resultam em τ menores. Para um mesmo valor
de PR, a região azul τ > 700 diminui drasticamente com a redução de Φ e o
aumento de u.

• o tradicional protocolo (25,77) de ∆t1 = 5 por ∆t2 = 23 dias, nas Figuras 4.16(b)
e (c), mostram que 220 < τ < 330 dias;
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• o protocolo que propomos de ∆t1 = 7 por ∆t2 = 21 dias, nas Figuras 4.16(b) e
(c), mostram que 230 < τ < 400 dias;

• a redução de PR é benéfica, pois existe a possibilidade de supressão do glioma.
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Capítulo 5

Cálculo da Estabilidade

5.1 Análise da estabilidade para o sistema glioma-glias-

neurônios

Vamos agora determinar os pontos de equilíbrio do sistema de interação
glioma-glias-neurônios e os quimioterápicos para uma análise posterior.

5.1.1 Os pontos de equilíbrio

Na maioria dos casos é impossível determinar a estabilidade de um ponto
crítico em um sistema não-linear por meio de soluções explícitas; então investigare-
mos o comportamento das trajetórias do sistema (4.7) numa vizinhança de um ponto
crítico.

Dessa forma, quando se trabalha com a dinâmica de populações é importante
a determinação dos pontos de equilíbrio para a análise da estabilidade do sistema,
bem como para obter alguns resultados que possam restringir o crescimento. Para
determinar o ponto x̃ ∈ Rn que representa o ponto de equilíbrio do sistema de
equações diferenciais (4.7) resolvemos o sistema:



PGg(t)
(
1− g(t)

)
−β1 g(t)[s(t) + r(t)]−

i1g(t)Q(t)
a1 + g(t)

= 0

PSs(t)[1− (s(t) + r(t))]−uF[Q(t)]s(t)−β2g(t)s(t)−
i2s(t)Q(t)
a2 + s(t)

= 0

PRr(t)[1− (s(t) + r(t))] + uF[Q(t)]s(t)−β3g(t)r(t) = 0

α ġ(t)F[−ġ(t)]n(t)−
i3 n(t)Q(t)
a3 + n(t)

= 0

Φ−ζQ(t) = 0

(5.1)

para todo t.

A análise do ponto de equilíbrio representado por E
(
g̃, s̃, r̃, ñ,Q̃

)
é realizada

em torno das variáveis g, s, r, n e Q. Pode ocorrer que alguns dos valores obtidos
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para os pontos de equilíbrio sejam fisiologicamente inviáveis, uma vez que levam
o indivíduo à morte ou então que levam a resultados não observados nas práticas
clínicas; apesar disso, listamos alguns desses pontos unicamente em função do
interesse matemático e de possíveis interpretações.

Da última equação do sistema (5.1) temos:

Q(t) =
Φ

ζ
.

Como ġ(t) = 0, isto é, g(t) é constante e da penúltima equação do sistema (5.1)
o n(t) = 0.

Em função da complexidade na resolução do sistema (5.1) vamos apenas
relacionar alguns pontos de equilíbrio que representam determinados estados, para
que em seguida sejam feitas as análises de alguns destes pontos, principalmente
aqueles que aparecem comumente nas práticas clínicas.

• E0

(
0,0,0,0,

Φ

ζ

)
representa a ausência de células glias, glioma sensível, glioma

resistente e de neurônios, ou seja, é um ponto apenas com interesses matemá-
ticos, pois leva o indivíduo à morte;

• E1

(
0,0, r̃,0,

Φ

ζ

)
representa a ausência de células glias, glioma sensível e de

neurônios, ou seja, a morte do indivíduo;

• E2

(
g̃,0,0, ñ,

Φ

ζ

)
representa a ausência dos gliomas sensível e resistente, ou seja,

a cura do tumor;

• E3

(
g̃,0, r̃, ñ,

Φ

ζ

)
representa a ausência de células do glioma sensível, ou seja, o

tumor ainda permanece no indivíduo;

• E4

(
g̃, s̃,0, ñ,

Φ

ζ

)
representa a ausência de células do glioma resistente, ou seja, as

células sensíveis não se transformam em células resistentes e assim o indivíduo
precisa continuar o tratamento;

• E5 (0, s̃, r̃,0,0) representa o caso sem o tratamento quimioterápico e se caracteriza
pela ausência de células glias e de neurônios, ou seja, a morte do indivíduo.
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5.1.2 A matriz Jacobiana

Como o sistema não é linear precisamos determinar a matriz Jacobiana

J =



J11 −β1g −β1g 0 −
i1g

a1 + g

−β2s J22 PS s 0 −
i2s

a2 + s
−β3r −PR r + u J33 0 0

0 0 0 J44 −
i3n

a3 + n
0 0 0 0 −ζ


(5.2)

para o sistema (5.1), num estado arbitrário de equilíbrio E
(
g̃, s̃, r̃, ñ,Q̃

)
, onde

J11 =PG−2PG g−β1(s + r)−
a1i1Q

(a1 + g)2 ,

J22 =PS−2PS s−PS r−u−β2g−
a2i2Q

(a2 + s)2 ,

J33 =PR−PR s−2PR r−β3g e

J44 = −
a3i3Q

(a3 + n)2 .

Ao substituir os valores dos pontos de equilíbrio na matriz Jacobiana po-
demos determinar os autovalores. Assim, é possível fazer uma avaliação sobre a
possibilidade do equilíbrio local ser estável ou instável.

Analisamos agora os casos nos quais o agente quimioterápico é (seção 5.1.3)
ou não aplicado (seção 5.1.4) no indivíduo em tratamento.

5.1.3 Com a aplicação de quimioterápicos

Analisamos os pontos de equilíbrio para o caso em que o tratamento quimio-
terápico é realizado. Como o sistema não é linear, é possível verificar a estabilidade
do equilíbrio a partir do sinal da parte real de cada autovalor da matriz Jacobiana.
Mas um equilíbrio hiperbólico é considerado localmente assintoticamente estável,
se a parte real de cada autovalor é estritamente negativo. Caso a parte real seja
positiva, então o equilíbrio é considerado instável.

1. Substituindo o ponto E0

(
0,0,0,0,

Φ

ζ

)
, na matriz (5.2), obtemos:
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J0

(
0,0,0,0,

Φ

ζ

)
=



PG−
i1Φ

a1ζ
0 0 0 0

0 PS−u−
i2Φ

a2ζ
0 0 0

0 u PR 0 0

0 0 0 −
i3Φ

a3ζ
0

0 0 0 0 −ζ


(5.3)

Nesse caso, como os autovalores da matriz jacobiana (5.3) são obtidos a partir

dos elementos da diagonal principal, temos que: λ(0)
1 = PG −

i1Φ

a1ζ
, λ(0)

2 = PS −

u−
i2Φ

a2ζ
, λ(0)

3 = PR > 0, λ(0)
4 = −

i3Φ

a3ζ
e λ(0)

5 = −ζ. Portanto, como λ(0)
3 > 0, então E0

é um ponto de equilíbrio instável devido ao fato de que as células do glioma
resistentes às drogas não serão afetadas pelo agente quimioterápico.

2. Ao analisar o ponto E1

(
0,0, r̃,0,

Φ

ζ

)
, inicialmente, substituindo os seus valores

no sistema (5.1) temos: PR r̃(t) [1− r̃(t)] = 0

Φ−ζQ(t) = 0,
(5.4)

cuja solução resulta em r̃ = 0 ou r̃ = 1. Se r̃ = 0 então E1 = E0 que já foi analisado.

Vamos analisar o caso em que r̃ = 1. Ao substituir E1

(
0,0,1,0,

Φ

ζ

)
na matriz

(5.2) que resulta em:

J1

(
0,0,1,0,

Φ

ζ

)
=



J11 0 0 0 0
0 J22 0 0 0
−β3 −PR + u J33 0 0

0 0 0 J44 0
0 0 0 0 −ζ


onde

J11 = PG−β1−
i1Φ

a1ζ
,

J22 = PS−PS−u−
i2Φ

a2ζ
,

J33 = PR−2PR,

J44 = −
i3Φ

a3ζ
.

Os autovalores da matriz anterior são:
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λ(1)
1 = PG−β1−

i1Φ

a1ζ
,

λ(1)
2 = −u−

i2Φ

a2ζ
,

λ(1)
3 = −PR,

λ(1)
4 = −

i3Φ

a3ζ
e

λ(1)
5 = −ζ.

Exceto o λ1 todos os demais autovalores encontrados são negativos. Vamos
analisar em que condições λ1 < 0.

PG−β1−
i1Φ

a1ζ
< 0⇔Φ >

(
PG−β1

)
a1ζ

i1
.

Considerando os valores dos parâmetros das Tabelas 4.1 e 4.7, obtemos que
Φ > −47659,57.

Portanto, quando o agente quimioterápico mata todas as células gliais e as
células do glioma sensíveis às drogas, a concentração normalizada de células
do glioma resistentes às drogas é r = 1. Assim, E1 é um ponto de equilíbrio
estável, que representa o fato do glioma resistente persistir.

3. Analisando E2. No sistema (5.1) ao substituir o ponto E2
(
g̃,0,0, ñ,Q̃

)
o mesmo

fica da forma: 
PG g̃(t)

(
1− g̃(t)

)
−

i1 g̃(t)Q̃(t)
a1 + g̃(t)

= 0

−
i3 ñ(t)Q̃(t)
a3 + ñ(t)

= 0

Φ−ζQ̃(t) = 0.

(5.5)

O equilíbrio é obtido para Q̃(t) =
Φ

ζ
e ñ(t) = 0. Assim E2

(
g̃,0,0, ñ,Q̃

)
=

E2

(
g̃,0,0,0,

Φ

ζ

)
, ou seja, ocorre a eliminação total dos neurônios.

Resolvendo a primeira equação do sistema (5.5), obtemos:

g̃(t) =
(1− a1)±

√
(a1−1)2 + 4

(
a1−

i1Φ
PG ζ

)
2

.

Ao utilizar os parâmetros das Tabelas 4.1 e 4.7 é possível encontrar soluções
reais, positivas e não nulas, caso Φ < 28936,17.

Ao substituir E2

(
g̃,0,0,0,

Φ

ζ

)
, na matriz Jacobiana (5.2), vêm:
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J2

(
g̃,0,0,0,

Φ

ζ

)
=



PG−2PG g̃−
a1i1Φ

(a1 + g̃)2ζ
−β1 g̃ −β1 g̃ 0 −

i1 g̃
a1 + g̃

0 PS−u−β2 g̃−
i2Φ

a2ζ
0 0 0

0 u PR−β3 g̃ 0 0

0 0 0 −
i3Φ

a3ζ
0

0 0 0 0 −ζ


Os autovalores são:

λ(2)
1 = PG−2PG g̃−

a1i1Φ

(a1 + g̃)2ζ
,

λ(2)
2 = PS−u−β2 g̃−

i2Φ

a2ζ
,

λ(2)
3 = PR−β3 g̃,

λ(2)
4 = −

i3Φ

a3ζ
,

λ(2)
5 = −ζ.

(5.6)

Como os autovalores de λ(2)
4 e λ(2)

5 são negativos, basta determinar as condições
para que λ(2)

1 < 0, λ(2)
2 < 0 e λ(2)

3 < 0 e poderemos ter E2 como um ponto de
equilíbrio estável do sistema.

Se a1 = 1, temos queλ(2)
1 < 0, quando

(
1 + g̃

)2 (1−2g̃
)
<

i1Φ

PGζ
e pela primeira equa-

ção de (5.5), 1− g̃2 =
i1Φ

PGζ
, assim

(
1 + g̃

)2 (1−2g̃
)
< 1− g̃2, ou ainda 2g̃2 (1 + g̃

)
> 0.

Portanto λ(2)
1 < 0 se g̃ > 0.

O valor de λ(2)
2 < 0, dependendo das combinações de u e Φ. Por exemplo, se (i)

u = 0 e Φ = 43,41; (ii) u = 0,001 e Φ = 39,15 e (iii) u = 0,01 e Φ = 0,85.

Para que λ(2)
3 < 0 é necessário que PR < β3 g̃. Pelos valores utilizados na

bibliografia, PR > β3, ou seja, para os parâmetros utilizados, o ponto de
equilíbrio E2 é instável. Isto se deve ao fato de que a taxa de proliferação
das células do glioma resistente ser maior do que o coeficiente de competição
normalizado entre células gliais e as células do glioma resistente.

4. Ao analisar o ponto E3
(
g̃,0, r̃, ñ,Q̃

)
, inicialmente, levando os seus valores no

sistema (5.1), de onde vêm:
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

PG g̃(t)
(
1− g̃(t)

)
−β1 g̃(t)r̃(t)−

i1 g̃(t)Q̃(t)
a1 + g̃(t)

= 0

PR r̃(t) (1− r̃(t))−β3 g̃(t)r̃(t) = 0

−
i3 ñ(t)Q̃(t)
a3 + ñ(t)

= 0

Φ−ζQ̃(t) = 0,

(5.7)

e obtemos que ñ(t) = 0 e Q̃(t) =
Φ

ζ
. Assim E3

(
g̃,0, r̃, ñ,Q̃

)
= E3

(
g̃,0, r̃,0,

Φ

ζ

)
Da segunda equação de (5.7), obtemos: r̃(t) = 1−

β3 g̃(t)
PR

. E da primeira equação

de (5.7), resolvendo

(
β1β3−PRPG

)
g̃2 +

(
PRPG− a1PRPG−PRβ1 +β1β3a1

)
g̃+a1PRPG−a1PRβ3−PRi1

Φ

ζ
= 0,

resulta que em g̃(t) > 0.

Vamos analisar o caso em que r̃(t) , 0 e g̃(t) , 0.

Substituindo E3

(
g̃,0, r̃,0,

Φ

ζ

)
na matriz (5.2) vêm:

J3

(
g̃,0, r̃r,0,

Φ

ζ

)
=



J11 −β1 g̃ −β1 g̃ 0 −
i1 g̃

a1 + g̃
0 J22 0 0 0
−β3r̃ −PRr̃ + u J33 0 0

0 0 0 J44 0
0 0 0 0 −ζ


onde

J11 = PG−2PG g̃−β1r̃−
a1i1Φ

(a1 + g̃)2ζ
,

J22 = PS−PSr̃−u−β2 g̃−
i2Φ

a2ζ
,

J33 = PR−2PRr̃−β3 g̃ e

J44 = −
i3Φ

a3ζ
.

Os autovalores da matriz anterior são:
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λ(3)
1 = PG−2PG g̃−β1r̃−

a1i1Φ

(a1 + g̃)2ζ
,

λ(3)
2 = PS−PSr̃−u−β2 g̃−

i2Φ

a2ζ
,

λ(3)
3 = PR−2PRr̃−β3 g̃,

λ(3)
4 = −

i3Φ

a3ζ
,

λ(3)
5 = −ζ.

Como os valores de λ(3)
4 < 0 e λ(3)

5 < 0 basta analisar os demais autovalores.

Se λ(3)
1 < 0, λ(3)

2 < 0 e λ(3)
3 < 0 então ponto E3 é um ponto de equilíbrio estável,

mas caso, pelo menos uma destas condições não seja satisfeita, será um ponto
de equilíbrio instável.

5. Consideremos agora o caso E4

(
g̃, s̃,0, ñ,Q̃

)
, ou seja, o caso em que não ocorre a

transformação de células sensíveis em resistentes às drogas. Ao substituir este
valor no sistema (5.1), vêm:



PG g̃(t)
(
1− g̃(t)

)
−β1 g̃(t)s̃(t)−

i1 g̃(t)Q̃(t)
a1 + g̃(t)

= 0

PS s̃(t) [1− s̃(t)]−us̃(t)−β2 g̃(t)s̃(t)−
i2 s̃(t)Q̃(t)
a2 + s̃(t)

= 0

us̃(t) = 0

−
i3 ñ(t)Q̃(t)
a3 + ñ(t)

= 0

Φ−ζQ̃(t) = 0,

(5.8)

de onde obtemos que, se u , 0, então s̃(t) = 0, ñ(t) = 0 e Q̃(t) =
Φ

ζ
. Assim,

E4

(
g̃, s̃,0, ñ,Q̃

)
= E2

(
g̃,0,0,0,Q̃

)
cuja análise já foi realizada anteriormente.

5.1.4 Sem a aplicação de quimioterápicos

Consideramos agora o ponto E5
(
g̃, s̃, r̃, ñ,0

)
que representa o único caso sem

o tratamento quimioterápico. Quando este ponto de equilíbrio é substituído no
sistema (5.1) resulta em

PG g̃(t)
(
1− g̃(t)

)
−β1 g̃(t) (s̃(t) + r̃(t)) = 0

PSs̃(t)[1− (s̃(t) + r̃(t))]−β2 g̃(t)s̃(t) = 0

PRr̃(t)[1− (s̃(t) + r̃(t))]−β3 g̃(t)r̃(t) = 0

(5.9)



95

ou reescrevendo: 
PG

(
1− g̃(t)

)
−β1 (s̃(t) + r̃(t)) = 0

PS[1− (s̃(t) + r̃(t))]−β2 g̃(t) = 0

PR[1− (s̃(t) + r̃(t))]−β3 g̃(t) = 0

(5.10)

de onde vem que:

g̃(t) = 1−
β1(s̃(t) + r̃(t))

PG
, (5.11)

s̃(t) = 1− r̃(t)−
β2 g̃(t)

PS
e (5.12)

r̃(t) = 1− s̃(t)−
β3 g̃(t)

PR
. (5.13)

Resolvendo obtemos:
g̃(t) =

PSPG−β1PS

PSPG−β1β2

e
s̃(t) + r̃(t) =

PSPG−β2PG

PSPG−β1β2
.

A matriz jacobiana para este caso tem a forma:

J
(
g̃, s̃, r̃

)
=


J11 −β1 g̃ −β1 g̃
−β2s̃ J22 −PSs̃
−β3r̃ −PRr̃ J33

 (5.14)

onde
J11 =PG−2PG g̃−β1(s̃ + r̃),

J22 =PS−2PSs̃−PSr̃−β2 g̃ e

J33 =PR−PRs̃−2PRr̃−β3 g̃

O estado em que o indivíduo está curado é representado por (g̃,0,0), enquanto
que o ponto (0, s̃,0) representa a morte do indivíduo, ambos sem os tratamentos
quimioterápicos.

Nestes casos temos:

J
(
g̃,0,0

)
=


PG−2PG g̃ −β1 g̃ −β1 g̃

0 PS−β2 g̃ 0
0 0 PR−β3 g̃

 , (5.15)

onde seus autovalores são dados por:
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λ1 = PG−2PG g̃,

λ2 = PS−β2 g̃ e

λ3 = PR−β3 g̃.
Fazendo g̃ = 1 vem:

λ1 = −PG < 0,

λ2 = PS−β2 < 0⇔ PS < β2 e

λ3 = PR−β3 < 0⇔ PR < β3.
Pelos valores dos parâmetros fixados nas Tabelas 4.1 e 4.7 podemos concluir que PS >

β2 e PR > β3 e, portanto, (g̃,0,0) é um ponto instável. Dessa forma, sem tratamento
quimioterápico esta caso não vai ocorrer. Caso sejam possíveis as reduções dos
valores das taxas de proliferação dos gliomas sensível e resistente às drogas o ponto
pode ser estável.

Para o outro ponto a matriz Jacobiana tem a forma:

J (0, s̃,0) =


PG−β1s̃ 0 0
−β2s̃ PS−2PSs̃ −PSs̃

0 0 PR−PRs̃

 , (5.16)

cujos autovalores são:

λ1 = PG−β1s̃,

λ2 = PS−2PSs̃ e

λ3 = PR−PRs̃,
que fazendo s̃ = 1 ficam reduzidos a:

λ1 = PG−β1 < 0⇔ PG < β1,

λ2 = −PS < 0 e

λ3 = 0
e portanto o ponto é instável.
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Capítulo 6

Conclusões

Apesar do desenvolvimento tecnológico, o câncer é uma das principais causas
de morte em todo o mundo e, embora tenham se alcançado grandes avanços,
principalmente em relação à quimioterapia, muitos tipos de câncer ainda apresentam
prognósticos sombrios. Existem vários e diferentes tipos de tumores e os tratamentos
dependem das características do tumor. No cérebro, um dos tumores malignos mais
comuns é o glioma. Este tumor começa nas células gliais que acabam afetando
diretamente os neurônios, uma vez que as glias lhes garantem suporte, proteção
e nutrição. Devido a este fato, sem suporte, nutrição e proteção, o número de
neurônios acaba diminuindo.

A resistência às drogas é responsável pela maioria das mortes por câncer e
é um dos maiores desafios nos tratamentos quimioterápicos. Inicialmente, alguns
tipos de câncer são suscetíveis a agentes quimioterápicos, porém, ao longo do tempo
podem se tornar resistentes. Em função deste fato, novas estratégias têm sido
utilizadas para eliminar células cancerígenas resistentes às drogas.

Neste trabalho, inicialmente estudamos os efeitos da resistência aos medi-
camentos em um sistema tumor-imune com tratamento quimioterápico (25). O
sistema imunológico é composto de células em repouso, que podem se transformar
em células de caça. Separamos o câncer em células sensíveis e células resistentes às
drogas. Em nosso modelo aparece um termo que representa a mutação de células
sensíveis para células resistentes; assim como em nossas simulações consideramos
os tratamentos quimioterápicos contínuo e pulsado.

No sistema tumor-imune, com o tratamento quimioterápico contínuo, veri-
ficamos que a remissão do câncer é possível para valores pequenos da quantidade
de quimioterápicos e também valores pequenos do coeficiente de predação do
agente quimioterápico nas células cancerígenas sensíveis. As células sensíveis são
totalmente eliminadas, enquanto as células resistentes sofrem apenas uma remissão.
Já com relação à quimioterapia pulsada, no sistema tumor-imune, analisamos três
tipos de protocolos (dias de administração× intervalo de tempo sem administração):
5×23, 2×15 e 1×10. Os protocolos 2×15 e 1×10 exibem quase os mesmos resultados.
Nestes dois protocolos, o tempo para a eliminação das células cancerígenas sensíveis
e o início da remissão temporária das células resistentes são inferiores ao do protocolo
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5× 23. Além disso, para os protocolos, mostramos que o tempo de atraso de
transformação de células em repouso para células de caça desempenha um papel
crucial no combate às células cancerígenas.

Nossos resultados, para o sistema tumor-imune, estão de acordo com recentes
descobertas experimentais relacionadas a sistemas quimio-imunoterapia. Em 2020,
Roemeling et al. (100) realizaram tratamentos para induzir resposta imune contra
um tipo de tumor cerebral. Eles relataram uma modulação terapêutica capaz de
gerar células de caça mais potentes. Em nosso modelo, aumentamos a eficiência das
células de caça quando alteramos o coeficiente de competição entre as células de caça
e o câncer, neste caso as células de caça matam as células cancerígenas. Maletzki
et al. (101), em 2019, mostraram que a combinação de vacinação imunoestimulante
e terapia citotóxica pode aumentar o tempo de vida. Dependendo do protocolo
utilizado, eles observaram a supressão do tumor em ratos de 25 a 65 semanas. Em
nossas simulações, a supressão do tumor ocorre em aproximadamente 25 semanas.
Também observamos, em nosso modelo, que para valores menores do tempo de
atraso da mudança de células de repouso para células de caça, é possível suprimir o
câncer utilizando quantidades menores do agente quimioterápico.

No segundo modelo estudado neste trabalho, ampliamos o modelo matemá-
tico do crescimento de tumor cerebral proposto por Iarosz et al. (18). O modelo de
Iarosz descreve a interação glioma-glias-neurônios e o tratamento quimioterápico.
A partir do modelo de Iarosz, dividimos a equação do glioma em duas equações,
uma que representa o glioma que é sensível às drogas e a outra que representa o
glioma que se torna resistente aos tratamentos quimioterápicos. Nestas equações
também aparece um termo que representa a mutação de glioma sensível para glioma
resistente.

No modelo de interação glioma-glias-neurônios utilizamos as quimioterapias
contínua e pulsada para tentar destruir as células do glioma sem prejudicar um
grande número de neurônios. Em relação à quimioterapia contínua, concluímos
que o tempo τ para atingir n = 0,9 diminui quando aumentamos a taxa de mutação
u de células sensíveis para células resistentes. Observamos que os valores de τ
dependem de Φ e u. Também concluímos que o valor do parâmetro PR, que mede
a taxa de proliferação é um fator muito importante no tratamento do glioma. Para
valores de PR < 0,012, encontramos regiões no espaço de parâmetros Φ×u (região
I), em que a quimioterapia contínua elimina os gliomas sensíveis e resistentes. Na
quimioterapia pulsada, a região de melhor tratamento de acordo com os dias com
e sem tratamento, isto é, com ∆t1 , 0 e ∆t2 = 0 diminui para valores maiores de u e
aumenta para valores menores de PR.
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Portanto, podemos afirmar que os sistemas de interações estudados com
quimioterapia representam situações reais de tratamentos cancerígenos. Obser-
vamos que um indivíduo tratado num determinado protocolo tem um tempo de
vida maior com o variação da taxa de infusão de quimioterápicos Φ, a redução da
taxa de mutação u e a variação de alguns parâmetros (PR, p1). Uma das grandes
barreiras para o sucesso do tratamento de tumores malignos é a resistência aos
agentes quimioterápicos. Esse problema tem conduzido pesquisas no sentido de
reduzir a resistência às drogas, isto é, reduzir o valor de u.

Para aprofundar nossas pesquisas e tornar os modelos propostos ainda mais
próximos das práticas clínicas, vamos propor trabalhos futuros para o

i. sistema de interação tumor-imune:

• inserir um termo de ruído na equação que representa as células de caça;

• inserir um termo que represente a apoptose na equação das células em
repouso.

ii. sistema de interação glioma-glias-neurônios:

• inserir na equação que representa as células do glioma resistentes às
drogas um tempo de atraso associado com o inicio da mutação (62);

• inserir um termo que produza os efeitos da combinação de drogas para
tentar reduzir a resistência do organismo aos tratamentos quimioterápi-
cos;

• inserir a neurogênese na equação que representa os neurônios.
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